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Resumo 

Este trabalho teve como objetivo enunciar e demonstrar 

desigualdades elementares e importantes para a 

matemática, como por exemplo a desigualdade triangular, 

entre as médias, de Cauchy-Schwarz, de Jensen entre 

outras e algumas aplicações das mesmas, além disso, 

generalizações das médias tais como a média de 

potência. 

Introdução  

Na antiguidade eram conhecidas apenas algumas 

desigualdades, tais como a triangular, a desigualdade 

entre as medias aritmética e geométrica para dois 

números, aproximação para o número 𝜋, entre outras, 

mas geralmente com enfoque principalmente geométrico. 

Com o decorrer do tempo a importância das 

desigualdades para a matemática só aumentou, 

passando pela era moderna com grandes avanços, e 

recentemente podemos destacar a criação de revistas 

especificas para desigualdades, tais como a Journal of 

Inequalities and Applications, com primeiro volume em 

1997 e a revista Mathematical Inequalities and 

Applications, com primeiro volume em 1998. 

Material e Métodos 

Foi utilizado bibliografia sobre o tema e ferramentas 

matemáticas para as demonstrações. 

Resultados e Discussão 

Neste trabalho foram estudadas diversas desigualdades. 

Contudo, por questões de espaço e gosto, optamos em 

expor as seguintes.  

Desigualdade entre as médias Harmônica, 
Geométrica e Aritmética: dados 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ ℝ+
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(𝑎1, … , 𝑎𝑛) = √𝑎1 … 𝑎𝑛 para 𝑟 = 0. Ademais, por 

se tratar de uma função crescente é válido o resultado a 
seguir, conhecido como desigualdade das médias de 
potência: sejam 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ ℝ+

∗  , 𝑟, 𝑠 ∈ ℝ e 𝑟 < 𝑠 tem-se 

que 𝑀𝑛
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≤ 𝑀𝑛
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. Se definirmos a sequência 𝑀[𝑟] =

(𝑀1
[𝑟](𝑎1), … , 𝑀𝑛

[𝑟](𝑎1, … , 𝑎𝑛), … ), podemos enunciar a 

Desigualdade de Nanjundiah: sejam 𝑟, 𝑠 ∈ ℝ e 𝑟 < 𝑠, 

então 𝑀𝑛
[𝑟]

(𝑀[𝑠]) ≤ 𝑀𝑛
[𝑠]

(𝑀[𝑟]). Em ambas as 

desigualdades citadas, ocorre a igualdade se, e só se 
𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑛. 

Desigualdade de Jensen: sejam 𝐼 ⊂ ℝ  intervalo aberto 

e 𝑓: 𝐼 → ℝ  uma função contínua e convexa. Se 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈
𝐼 e 𝑡1, … , 𝑡𝑛 ∈ (0,1) temos 𝑓(𝑡1𝑎1 + ⋯ + 𝑡𝑛𝑎𝑛) ≤ 𝑡1𝑓(𝑎1) +
⋯ + 𝑡𝑛𝑓(𝑎𝑛), com igualdade se a inclinação de 𝑓 for 

constante no intervalo 𝐼 ou caso contrário se, e só se 𝑎1 =
⋯ = 𝑎𝑛. Se 𝑓 for côncava vale a desigualdade inversa. 

Desigualdade de Hölder: sejam 𝑎1, … , 𝑎𝑛 , 𝑏1, … , 𝑏𝑛 ∈ ℝ e 

𝑝, 𝑞 > 1 tais que 
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Cauchy-Schwarz tomando 𝑝 = 𝑞 = 2. 

Desigualdade de Minkowiski: sejam 𝑎1, … , 𝑎𝑛 , 𝑏1, … , 𝑏𝑛 ∈

ℝ∗, 𝑝 ∈ ℝ  e 𝑝 > 1, temos (∑ |𝑎𝑖 + 𝑏𝑖|
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conhecida desigualdade triangular se 𝑛 = 1e 𝑝 = 1. 
Por fim, finalizamos o trabalho aplicando essas 
desigualdades para: i) encontrar as dimensões do cilindro 
circular reto de maior área lateral que pode ser inscrito 
numa esfera de raio 𝑟; ii) determinar o maior volume 
possível de uma caixa retangular inserida em um 
elipsoide fixado. iii) sejam 𝑅 e 𝑟 respectivamente, as 
medidas dos raios das circunferências circunscrita e 
inscrita a um triângulo qualquer, então 𝑅 ≥ 2𝑟, com 
igualdade se, e só se, o triangulo for equilátero, a qual é 
conhecida como desigualdade de Euler; iv) sejam 𝛼, 𝛽 e 

𝛾 as medidas dos ângulos internos de um triângulo 

qualquer, então 𝑠𝑒𝑛𝛼 𝑠𝑒𝑛𝛽 𝑠𝑒𝑛𝛾 ≤
 3√3

8
 e 𝑐𝑜𝑠𝛼 𝑐𝑜𝑠𝛽 𝑐𝑜𝑠𝛾 ≤

 1

8
; ambas com igualdade se, e só se, o triangulo for 

equilátero.  

Conclusão ou Conclusões 

Com este trabalho fizemos um estudo detalhado de 

diversas desigualdades e pudemos perceber a sua 

importância e o papel fundamental que desempenham em 

Matemática e, principalmente, em Análise.    
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