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Resumo

Este trabalho baseou-se em pesquisas recentes em informagéo quantica e o
uso de grafos para descrever estados quanticos, com foco no mecanismo por tras de
uma transferéncia de estado quantico na qual temos 100% de fidelidade, ou seja, um
estado presente num local € transmitido para outro de forma perfeita. Essa
transferéncia é estudada onde temos nosso estado quantico passando por uma
cadeia de spins [1] de elétrons. Essas cadeias ndo sdo a Unica maneira de
transmitirmos nossa informacao, mas nosso trabalho teve foco neste modelo fisico.
Quando falamos em locais estamos nos referindo a vértices de grafos, e suas arestas
nao representam uma ligacdo no sentido da palavra, mas sim um acoplamento. No
andamento das nossas pesquisas, observamos que a transferéncia perfeita de estado
nao é permitida para todo e qualquer grafo, apenas em alguns casos, e o motivo pelo
qgual ndo conseguimos realizar essa transferéncia perfeita foi encontrado em artigos
publicados no contexto da transferéncia de estados, que dizem que o espectro dos
grafos [2] estudados ndo a permitem.

Introducéo

Na computacdo classica, a base da nossa informacdo sao os bits. Quando
falamos em computacdo quantica temos como base fundamental de informacédo o
qubit. Em vez de decompormos nossa informacao em combinacdes de O e 1, agora
podemos ter a sobreposicao desses dois. Na préatica, em um computador quantico
conseguiriamos fazer inimeras tarefas ao mesmo tempo, aumentando o nimero de
qubits trabalhando.

Nosso qubit pode assumir os estados |0) ou |1), e a grandeza associada a isso
No NOSSO contexto € o spin, ou seja, spin para cima nos tras o estado |0) e para baixo
|1). Portanto, temos que o estado mais geral de um qubit é dado através de uma
sobreposicao dos estados |0) e |1). Desta forma, o estado de um qubit pode ser escrito
como

lb) = a|0) + B|1).
onde a e f sdo amplitudes. Podemos utilizar a representacéo na esfera de Bloch [3],
para reescrever 0 estado acima como

Y) = cosg |0) + ei"’seng [1),

onde 0 <0 <me0 < ¢ < 2msado angulos. A esfera de Bloch é mostrada na Figura 1.
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Figura 1: Estado quéntico representado na Esfera de Bloch.

Lembramos que essa representacao € Gtil no caso de um sistema de um qubit apenas,
para sistemas com 2 ou mais qubits, ndo ha generalizacdo dessa esfera. Nao é a
Unica interpretagdo de nossa unidade de informagéo, mas uma util para entendermos
com o que estamos trabalhando.

A teoria de grafos € poderosa e temos hoje suas aplicacdes em diversos
sistemas, sites da internet, redes e etc. Associando os estados quanticos aos vertices
dos grafos temos uma maneira matematica de manipular nossa informacdo em uma
rede, mas veremos que nem todo grafo permite essa transferéncia que queremos
realizar.

Inicialmente foi necessaria a pesquisa sobre a Teoria dos Grafos em si, na qual
0 projeto se baseia. Um grafo € definido por [4] G = (V,E), onde V é o conjunto de
vértices e E 0 conjunto de arestas associadas ao grafo G. Na Figura 2 mostramos o
grafo caminho P,.
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Figura 2: O grafo P,. Cada vértice representa um estado quantico, |1) ou |2). No grafo acima o vértice
em preto representa que o estado quantico inicial € |(0)) = |1).

No contexto do estudo de transferéncia de estados quanticos em grafos [6], os
vértices representam estados quanticos e as arestas 0s acoplamentos entre eles.
Para a compreensdao do objetivo principal, foi feito o uso de artigos cientificos recentes.
Esses artigos representavam principalmente a parte fisica do problema, mas nos
ultimos meses foi necessaria a leitura daqueles que traziam a parte matematica, assim
como suas explicacoes.

Para realizarmos nossa transferéncia de estado, utilizamos o operador U(t) =
exp(iAt) [5], onde A é a matriz adjacéncia do grafo de ordemn X n, onde n € 0 nimero
de vértices do grafo. Temos também que a matriz U € unitaria, U(t)U*(t) = 1. A matriz
adjacéncia € definida por

Aij _ {1, seli~j

0, caso contrario,
(i~j diz que i e j sdo adjacentes, ou seja, estdo conectados). Para usarmos esse
operador nas nossas transferéncias de estado, escrevemos ele a partir de uma

expansao em série de Taylor da fungdo exponencial, ou seja
| Z“’ (o™
U(t) = exp(iAt) = .
m!
m=0
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Materiais e Métodos

Este trabalho baseia-se em estudos e pesquisa tedricos em Mecanica Quantica
e Algebra Linear. Logo como materiais, fizemos uso de literatura predominantemente
estrangeira, no inicio, material de escrita para os desenvolvimentos matematicos,
passando para o uso do software Mathematica, e alguns softwares de criacdo e
representacéao de figuras.

Resultados e Discussao

Verificamos como ocorre a transferéncia perfeita de estado (TPE) para os
grafos P,, P;, e P,. Através da aplicacdo do nosso operador de evolugéo temporal U(t)
de cada grafo, obtivemos nosso estado quéantico nos vértices finais. Os estados

quanticos do grafo P, sao definidos como [1) = [é] e |2) = [(1)] Para os grafos B,

subsequentes utilizamos uma linha a mais para cada vértice adicional, por exemplo,
1 0 0

para o P; temos |1) = [0‘ |2) = [1%3) = [0‘ e assim por diante.

0 0 1
No caso do P,, aplicando o operador de evolugcédo temporal no estado inicial

[¥(0)) = [1), temos
_ _[cos(t) isen(t)]117 _ [cos(t)
(€)= Up, (D1 (0)) = [isen(t) cos(t) [0] B [isen(t) '
Na equacdo acima observamos que para t = /2, [Y(m/2)) = i|2), ou seja, obtemos

0 estado quantico do vértice 2 a menos de uma fase global i.
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Figura 3: O grafo acima representa o estado |2), nota-se que |(r/2)) = |2).

0
Para o P;, verificamos que Up, (n/\/f)|1) = [ 0 ] = —1|3). Ou seja, temos a TPE entre
-1
os estados |1) e |3) a menos de uma fase global —1.
1 2 3
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Figura 4: O grafo acima representa o estado |3) no grafo Ps.

Agora, para o grafo P, verificamos que o grafo ndo admite TPE para nenhum tempo
t. Essa impossibilidade da TPE é observada para todo grafo caminho com mais de 3
vértices. Na literatura, esse comportamento é explicado através do espectro da matriz

de adjacéncia do grafo.
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Figura 5: O grafo acima representa o estado |1) do grafo P,.
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Conclusdes

Verificamos que a transferéncia perfeita de estado ocorre no grafo P, para o

tempo de /2, no P; para o tempo de m/v2 e a partir do P, ndo temos mais a
transferéncia perfeita devida ao espectro do grafo utilizado.

Ao término desse trabalho, nos tornamos capazes de entender melhor a
transferéncia de estados quanticos quando estes séo representados por grafos e
cadeias de spin. O estudo das propriedades de grafos, da mecanica quantica, e da
algebra linear, assim como a pesquisa em cima dos modelos fisicos abordados, nos
trouxe a capacidade de entender melhor como a Teoria de Grafos pode ser aplicada
a fendmenos da informacdo quantica e o seu aproveitamento nesta subarea da
ciéncia.
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