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Resumo

O Teorema da Funcéo Inversa é um dos principais resultados da Analise, o qual nos
diz quando uma funcao f é inversivel, desde que sua derivada f’' cumpra certas
condicdes. Entre suas aplicacdes, citamos o Teorema da Func¢éo Implicita, o Teorema
Fundamental da Algebra, o Método das Caracteristicas para resolu¢éo de EDPs de
primeira ordem, o qual seré tratado neste trabalho, entre outras. O presente trabalho
tem por objetivo enunciar, demonstrar e estender o Teorema da Func¢éao Inversa, bem
como aplica-lo para justificar o método das Caracteristicas. A demonstracdo deste
teorema é feita com a utilizacdo dos métodos da Andlise Matematica em R™, em
especial usando argumento de compacidade, e para sua extensdo aos espagos
vetoriais normados, utiliza-se também métodos da Analise Funcional, como o
Principio da Contracdo e o Teorema do Ponto Fixo.

Introducao

A ideia de usar letras para denotar incognitas e coeficientes foi introduzida por Fracgois
Viete (1540-1603) e, mais tarde, com a inspiracdo do sistema de coordenadas de
René Descartes (1596-1650), vieram os métodos algébricos. Inicialmente, muitas
funcdes foram definidas implicitamente, Isaac Newton procurou descrever o
comportamento de func¢des implicitas, e Leibniz aplicou a diferenciacéo implicita, por
volta de 1684. Curiosamente, em 1770, Joseph Lagrange provou 0 que pode ser o
primeiro Teorema da Funcado Implicita, mas de forma muito relacionada ao Terorema
da Funcéo Inversa. O resultado é conhecido como o Teorema da Funcéo Inversa de
Lagrange e é considerado como um caso especial do Teorema da Funcao Inversa
para séries de poténcias. Apenas mais tarde, Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)
demonstra o Teorema da Funcéo Implicita com rigor matematico e fica conhecido por
ser o descobridor deste teorema.

Os teoremas da Funcao Implicita e da Funcao Inversa sao equivalentes. O foco deste
trabalho € apresentar o Teorema da Funcéo Inversa, do ponto de vista da Analise no
R", compreender as condi¢des que fazem validos os itens da tese e quais condi¢cbes
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devem ser alteradas para que possamos fazer uma extensdo para espacos de
dimensao infinita.

Revisao de literatura
Este estudo teve como principal referéncia o livro Célculo Avancado | [2], bem como
demais fontes citadas nas Referéncias.

Resultados e Discussao

O enunciado do Teorema da Funcao Inversa em R" é como segue:
Teoremal (Teoremada Funcéo Inversa) Seja QL c R™ aberto e f: O - R" funcao de
classe ¢? tal que o determinante da matriz jacobiana de f em x, seja ndo-nulo, isto €,
J¢ (xo) # 0. Entéo existe &, > 0 tal que
a) f e injetoraem U = Bs,(x,)
b) V = f(U) é aberto;
c) fhv-oUédeclasse €t e [(f 1) (f(x0))] = [f (xo)] 2.
Para demonstra-lo, sdo necessarias quatro etapas, as quais estdo descritas abaixo:
Etapa 1. Para mostrar que existe &, >0 tal que f € injetora em U = Bs,(xo),
demonstrar que f(x + h) # f(x) se § é suficientemente pequeno.
Etapa 2: Em seguida, mostrar que existe §, > 0 tal que f(Bs,(x,)) € aberto.
Etapa 3: Tomando U =Bs;,(x,) e V =f(U), provar entdo que fh:V->Ué
diferenciavel.
Etapa 4: Verificar por fim, que [(f ™)' (f(x0))]| = [f'(xo)]™* é de classe ¢?.
Como um exemplo de aplicacdo, o teorema da funcédo inversa garante a validade da
mudanca de coordenadas no Método das Caracteristicas. Ele consiste no ponto chave
desse método, pois com uma mudanca apropriada de coordenadas, podemos sair do
problema de resolver uma equacao diferencial parcial de primeira ordem e resolver
apenas um sistema de equacdes diferenciais ordinarias. O método das caracteristicas
é utilizado para a solugéo do seguinte
Problema: Seja uma curva de R?, parametrizada por:y:1 — Q, onde I é um intervalo
de R e O um aberto de R?. Sejam a,b,c: Q — R funcdes dadas. Determinar uma
funcédo ¢(x,y) solucéo da equagéo

atoy) 50 + bEY)FE = cx,y),
cujos valores sobre a curva s&o prescritos, isto € @(y(£)) = @o(§) onde @g: 1 > R €
uma fungéo dada.
Por outro lado, pode-se estender o teorema da Funcao Inversa a espacos de Banach
de dimens&o infinita, para isso substituimos a condigdo “J; (xo) # 0" por “f(x,)
invertivel”, conforme segue abaixo:
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Teorema 2 (Extenséo do Teorema da Funcéo Inversa para Espa¢cos de Banach)
Seja W um espaco de Banach, QO c W aberto e f:Q — W funcéo de classe ¢! tal que
f'(x,) é invertivel. Entdo existe U c W uma vizinhanca aberta de x, tal que

a)V = f(U) é aberto em W;

b) f:U - V “e difeomorfismo de classe C*.

Conclusdes

Concluimos que a demonstracdo do teorema da funcdo inversa em espacos de
dimenséao finita esta relacionada a continuidade de fungbes em conjuntos compactos,
ou seja, faz uso da compacidade da bola fechada. Por outro lado, para que possamos
estender este resultado a espacos de dimensdao infinita, foi necessario substituir a
condicdo do determinante jacobiano diferente de zero, pela condicdo de que a
derivada da f seja invertivel; além de termos que usar a extensdo do conceito de
difereciabilidade de uma funcédo para espacos normados, bem como o Principio da
Contracdo e o o Teorema do Ponto Fixo.
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