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Resumo

Neste trabalho discutimos a modelagem matematica via equagdes diferenciais da
dindmica populacional. Inicialmente, apresentamos a equacéo logistica. Apds,
discutimos as equacdes de Lotka-Volterra. Por fim, discutimos o comportamento de
um mapa logistico. Analisamos o comportamento das equacgdes diferenciais através
de graficos e das suas solugdes, para construir os graficos utilizamos programas
construidos nas linguagens C/C++ e Fortran 90, para tragar os graficos e trajetorias
usamos o Gnuplot e o Maxima.

Introdugao

Para descrever a dindmica populacional utilizamos modelos baseados em equagdes
diferenciais (ED). Neste trabalho apresentamos dois modelos, o logistico e o de
Lotka-Volterra, conforme as referéncias [1, 2, 3 e 4].

O crescimento de populagdes pode ser analisado a partir de uma Unica
espécie sem interagir com outras e com recursos ilimitados, até populagdes em
competicdo, podendo haver ou nado extingdo. Podemos ter, inclusive, competi¢cdes
indeterminadas que sao mais complexas, pois precisam de conceitos de sistemas
dindmicos para serem estudadas de forma minuciosa [2, 3 e 5].

Neste trabalho, apresentamos a equacdo logistica para o crescimento
populacional seguido de uma analise do seu comportamento e das suas solugdes.
Prosseguindo, estudamos as equagdes de Lotka-Volterra para um modelo presa-
predador, analisando o comportamento dessas equagdes seguido por suas
solugbdes para um determinado caso. Por fim, apresentamos o mapa logistico e o
seu comportamento. Essas discussdes sao feitas através de calculos analiticos e
graficos gerados através de programas construidos nas linguagens C/C++ e Fortran
90 [1, 2, 3 ed4].

Revisao de Literatura

A equacgao logistica indica a variagdo temporal de uma quantidade de
individuos que depende de uma taxa de crescimento r, de uma constante K = r/a (a
= constante) e é da seguinte forma [1, 2]:

d_y =r 1_1
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Podemos propor solugdes constantes, com y = 0 ou y = K, essas solugdes
nao permitem variagbes de y, ou seja, sdo valores de equilibrio. Para obter
informagdes mais detalhadas resolvemos a equacgao (1), cuja solugao é [1].

ky
- (2)
k=y,le" +y,
Esse modelo descreve apenas uma espécie, mas precisamos estender o

nosso estudo para duas espécie, para isso escrevemos as equacdes de Lotka-
Volterra [1, 2 e 3].

T

& ~xla—ay| (31); % =yl-cepx| (32)

Onde dx/dt é a taxa de crescimento da populagéo de presas e dy/dt a taxa de
crescimento da populacao de predadores, a € a taxa de crescimento da populagéo
de presas e c¢ € a taxa de morte da popula¢gdes de predadores, ae y sao medidas
da interagcdo entre as duas espécies. Estamos interessados no comportamento das
equagdes (3) e suas solugdes ndo negativas, para isso atribuimos alguns valores: a
=1, a=0,60,c=0,75e y =0,25[1].

Z—’t(=x(1 —0,50y|=F|x,y| (4.1); Z—{=y(—o,75+0,25x)=etx,y) (4.2)

Os pontos criticos séo: (x,y) = (0,0) e (x,y) = (3, 2). Inicialmente, analisamos o
comportamento local em torno do ponto (0,0) desprezando os termos nao lineares e
construindo uma matriz cujos autovalores (1 e -0,75) e autovetores [6] estdo ligados
a solucao do sistema que é a seguinte.

X 1 0
0 1

Agora analisamos ao redor do ponto (2,3), para isso construimos uma matriz

jacobiana [1].

- t -0,75t
=C,|.|€ *C,|, |€ ()

Jixy|=|Fx Xyl Fylxyll_[1-05y  —05x :[ 0 -15] 4
GX(X,y) Gy(x’y) 0,25y 0,25x-0,75 0,5 0
Calculamos os autovalores e autovetores [6].
VB g | 1 | =80 g2 | 1
= XSl X —{ml )
Efetuando mais algumas passagens podemos obter uma solugao do tipo.
In(y)+§In(x)—l—1=c (8)
4 2 4

O mapa logistico associa um dado numero x, a outro numero X,:s onde X,

pode ser o numero de individuos na n-ésima geragao [5].
xn+1=rxn(1—xn) (9)

A constante r continua tendo o mesmo significado que introduzido
inicialmente. Podemos obter uma série temporal (n =0, n =1, n =2, ....) do mapa
logistico iterando o mapa a partir de um valor inicial x,, € os valores de x, podem ou
nao ficar oscilando entre N valores fixos, em caso positivo dizemos que a série &
periddica com periodo-N. Para um periodo-1 cada ponto € levado nele mesmo e um
periodo-2 os valores oscilando em torno de dois pontos, os periodos distintos se
comportam de uma forma dita em cascata: 1, 2, 4,..., 2™. Para estudarmos o mapa
logistico usamos um diagrama de retorno (cobweb) que foi construido em Fortran 90
com um valor inicial de x, = 0,3 e variando r [5].
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Resultados e Discussao
Para o modelo logistico tragamos dois graficos, um para a equacéao (1) e outro
para a equacao (2).

- - Sol d logist =05
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Gréfico 1: Comportamento da equacgéo diferencial ~ Grafico 2: Solugéo da equagéo logistica para varios
para o crescimento logistico, k = 4 e r = 0,5. Fonte: valores iniciais. Fonte: O autor.
O autor.

Do grafico 1, concluimos que a populagdo varia até um maximo e depois
decresce até cortar o eixo em y = k = 4, que € um ponto de equilibrio. Quando
olhamos para o grafico 2 podemos ver que para varios y,as solugdes tendem para o
valor de K. Portanto, K € um fator limitante, isto é, um valor de capacidade de
sustentacdo do ambiente.

Analisando o comportamento do sistema (4) tragamos campos de direcdes
(grafico 3) para essas equagdes e avaliamos o comportamento (grafico 4).
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Gréfico 3: Campos de dire¢ées para o
sistema (6) com suas respectivas

linhas. Fonte: O autor. Grafico 4: Competicdo presa-predador. Fonte: O autor.

Cada trajetoria corresponde a um dado valor inicial, essas trajetérias estao
centradas no valor (3,2) e sdo fechadas para algumas condigdes, isso significa que
as espécies coexistem em trajetorias fechadas. Como os autovalores (7) sao
imaginarios o ponto (3,2) é centro do sistema e € um ponto critico estavel, ao
contrario de (0,0) que é€ um ponto de sela, pois os autovalores (1 e -0,75)
apresentam sinais contrarios. Para uma dada condi¢do inicial (Xo = 2,yo = 1)
podemos ver que as espécies estdo em competicdo mas se restituem ao longo do
tempo.

Da matriz jacobiana podemos concluir que: Fx e G, estdo relacionadas as
taxas de crescimento, F, e Gy, estdo relacionadas ao grau de interferéncia. Logo, 1)
o sistema estd em cooperagéo quando F, e Gx sdo ambos positivos, 2) o sistema
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estd em competicdo quando F, e G« possuem sinais negativos e 3) o sistema é
chamado presa-predador quando ha sinais contrarios.
Para o mapa logistico.

serie tenporal, r=4,000 Diagrana de retorno, r=4.008

. ' : " Peenie
6.80 .' " " 0.8 H |
Gréfico 4: Evolugdo temporal de x_n Grafico 3: Diagrama de retorno para r
vs n, para r = 4,000. Fonte: O autor. =4,000. Fonte: O autor.

Para valores pequenos de r (r = 2,000) podemos observar que a série
temporal nao fica dispersa e que podemos observar a periodicidade no grafico, mas
variando r, de forma gradual, podemos Vvisualizar esse comportamento,
apresentando caos.

Conclusoes

Os modelos apresentados aqui nos possibilitam estudar casos mais complexos
como competicdes indeterminadas, nao foi possivel reproduzir esses casos, pois
exigem calculos mais complexo.
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