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Resumo

Através da observagdo do movimento desordenado e incessante que graos de polen
realizavam quando flutuavam sobre a agua, o botanico Robert Brown descobriu o
gue mais tarde passou a ser conhecido como movimento Browniano, um marco que
deu inicio ao estudo de caminhantes aleatorios e processos difusivos. Devido ao
grande numero de aplicagcbes relacionadas com este fenbmeno, torna-se
interessante o estudo aprofundado das equacdes usadas na descricdo deste. Assim,
estudamos casos da equacdo de difusdo envolvendo termos nao lineares, que
mudam completamente a configuracdo e distribuicdo do sistema ao longo do tempo,
destoando da familiar solugdo Gaussiana encontrada para sistemas descritos por
processos tipicamente Markovianos.

Introducéo

O estudo dos processos difusivos teve inicio através de observacoes
realizadas pelo botanico Robert Brown em 1827. Ele percebeu que quando
particulas de pdlen estavam suspensas em agua, estas realizavam um movimento
continuo, desordenado e incessante.

Outro cientista, chamado Gouy também estudou o movimento Browniano, e

chegou as seguintes conclusées (COFFEY; KALMYKOV,2004):

¢ O movimento é muito irregular;

e As particulas sofrem movimentos de rotacdo e translacdo e a trajetéria
aparenta nao ter tangente;

¢ O movimento nunca cessa,

e As particulas movem-se independentemente, mesmo quando estdo muito
préximas umas das outras;

¢ Quanto menor as particulas, mais movimento estas realizam;

e A composicao das particulas ndo afeta 0 movimento;

e Quanto menos viscoso o fluido, mais ativo € o0 movimento realizado pelas
particulas;

e Quanto maior a temperatura, mais intenso é o movimento;

Uma explicacdo satisfatoria para este fendbmeno foi somente dada por A.
Einstein, em 1905. Einstein mostrou que tal movimento era dado devido a interacdes
moleculares do liquido com as pequenas particulas de polen e tinha como
caracteristica o deslocamento quadratico meédio em relagdo a origem ser
proporcional ao tempo, ou seja, < (x—<x >)? > ~t, indicando um processo
Markoviano. Processos regidos por essa caracteristica caracterizam o que
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conhecemos como difusdo usual, situacbes que diferem deste comportamento nos
conduzem a uma difusédo andémala.

Reviséo da literatura

Fendmenos difusivos sdo processos nos quais ha transporte de matéria de
uma parte de um sistema para outra devido a interagdes moleculares de natureza
aleatdria. (CRANK, 1975).

Um exemplo de processo difusivo é dado por gotas de corante sendo
despejadas na agua. Apos certo tempo, devido a interacdo entre as moléculas do
corante e da &gua, o corante encontra-se igualmente distribuido por todo o
recipiente, alcancando o equilibrio.

Estudando o movimento Browniano de forma minuciosa, Einstein, em 1905,
conseguiu chegar a uma equacao que descrevia como as particulas se moveriam no
meio e, embora ndo fosse possivel determinar para onde exatamente as particulas
estavam indo, era possivel determinar seu deslocamento médio, ou seja, 0 quanto
se afastavam da origem.

Einstein também observou que tal fenbmeno se tratava de um processo
difusivo, dessa forma, a equacéo encontrada por ele levou o nome de equacgéo da
difusdo e se apresenta na seguinte forma:

2
ofxt) _ 97D o)
at dx?
Onde D é o coeficiente de difusdo e f € a fungcdo que mostra como a concentracao
da substéncia se distribui no espaco e no tempo.

Resultados e Discusséo
A equacdao da difusdo generalizada para quaisquer coordenadas é dada por:

0
ap(r’ t) = szp(r: t)r (2)

onde p é a densidade da substancia que esta sofrendo o processo de difusdo e D é
o coeficiente de difuséo (caracteristica do meio).

Com base nisso, alguns casos especiais envolvendo equagdes nao lineares tem
sido estudados. Termos de fontes externas também foram incorporados. O primeiro
caso de interesse foi dado por uma equacao da difusdo modificada apenas por uma

poténcia v, de forma que a equacdo nao € mais linear:
2

0 0
5., =D p"(x,t) 3)
Para resolver a equacao (3) para p(x,t), vamos supor que a solucéao tenha a
forma de uma distribuicdo de Tsallis (Tsallis,1996)
1 1
P80 = 7o (1= (L= DBOFIT, @
com as funcbes B(t) e Z(t) sendo funcbes genéricas a serem determinadas.
Particularmente, para o caso em que temos uma condicao inicial do tipo p(x,0) =

6(x), encontramos que
1

20= (ms) e BO= ©)
= —_— e = )
Cit(g +3) 2Dt(q —3)(q —2)
Outro caso estudado é baseado na equacdo de Fokker-Planck linear com o
termo de forga:

0 d 92
5:P0 ) =~ [F(x,0p(x, Ol + D= p(x,6) . (6)
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O termo de forca considerado se refere a uma forca do tipo restauradora dada por
F(x,t) = —k(t)x que atua sobre o sistema. Supdem-se solucdo na forma

1
px,t) = s exp(=B(Dx?) . %

Observando que para este caso a solucdo tem a forma de uma distribuicdo de
Boltzmann — Gibbs. A solu¢do encontrada foi:
ZkeZk(t+c)
B(t) =

1+ 4De2k(t+c)

1
e Z(t) = e *j(4De?(+0) 4 1)2 (8)

onde C e j sdo constantes a serem determinadas através de condic¢des iniciais.
Outra situacdo de interesse estudada € um caso onde p depende, além de x
e t, de um fator v associado a velocidade:

ip(x v, t) = —vaip(x v, t) —%x)—p(x v, t)
0 02
v pCuv, O+ D" (v, ] . 9)
Supomos uma solucéo na forma
Py, t) =70 )(1 — (1= (B ®Ov? + o (Ovx + ﬁ3(t)x2)1 “. (10)

Substituindo a equacgédo (10) na equacdo (9) e realizando alguns calculos, chegamos
a um sistema de equacdes diferenciais parciais acoplado:

0B
OB g,k 2y~ D(AZTBD (2 — )

ot
+vB; —D(BZI'B18)(2 — q) (11)

9B, 2K ()B4
—D(ZD(2 - q)

—= =2+

at Ps m

9B5 _ K(t)p,
m
zar— yHbe- )2z
Encontrar uma solugcdo analitica para este sistema de equacbes é desafiador e
métodos computacionais devem ser utilizados caso a forma final da solucéo para os
fatores 3 e Z sejam necessarios.

Outro caso de interesse estudado € dado pela equacao
2

0
— G, OT", (12)

0
3P0 = ——{k x|x|*p(x, )"} + D5
cuja solucéo pode der do tipo
p(x,t) = —=P(2) (13)

com z = x/®(t).
Substituindo a equacéo (13) na equacéao (12), apds alguns célculos é possivel
mostrar que a equagéo acima pode ser simplificada nas seguintes equacoes:

—k—(zP(z)) D (P"(z)) kv—(zlzl“ 1pY(2)). (14)
d
CDV(t)%d)(t) = k.
onde temos um vinculo entre 0s expoentes presente na equacado para que a

equacao (14) seja verificada. Um destes vinculos implicaem y=1+v+aey=v,
gue nos leva a
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vD d

—kz =7 (P(2))™" = kz|z|2(P(2))" . (15)
Métodos matematicos podem ser aplicados para resolver a equacéo (15), nos dando
como solucao

1

173 k(v-1) 2-Ka(,_y) v-1

P(Z) = |Z|DV (1 —lel Dv . (16)

Outro o vinculo utilizado foiy =1+ v + a e y = 1, resultando

d
—kzP(z) =D e (P(2))Y — kz|z|"17VP(2) , (17)
A forma final da solucdo encontrada é:
1
k k v—1
— 1 — (v — 2, @

P(z) = [1 v-1) (ZDVZ + Dy lnvz>] . (18)

comin,z=(z""1-1)/(v—-1).

Conclusdes

A descoberta do movimento Browniano foi, por si s6, uma grande descoberta,
mas a mente agucada de cientistas de renome, como Albert Einstein, estabeleceu
uma conexao de tal fenbmeno com processos chamados difusivos.

A descricdo matematica de fenémenos difusivos € dada por equacles
diferenciais parciais, que podem conter termos de forga externa, ndo linearidade,
entre outros, de forma que nem sempre solucbes analiticas possam ser
encontradas, devido a forma altamente complexa que tais equac¢des podem assumir,
envolvendo muitas vezes sistemas de equacdes acopladas.

Diversos casos de difusao foram estudados durante o projeto, principalmente
0S casos governados por equacdes de Fokker-Planck néo lineares. Para resolver
tais equacdes, foram supostas solucbes que obedecessem a uma distribuicdo de
Tsallis e, em alguns casos, alguns vinculos precisaram ser estabelecidos para que
solugbes analiticas fossem encontradas. Para cada vinculo estabelecido, um novo
caso, originado da mesma equacéao pdde ser estudado.
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