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Resumo

Neste trabalho, visando o estudo de grafos discretos e grafos quanticos, utilizamos os
grafos cubicos com n vértices, Q,,. Foi possivel obter o espectro para ambos o0s tipos
de grafos e estudar exemplos de condicdo de contorno para vértices com grau d,,,
permitindo obter coeficientes de transmissdo e reflexdo globais para os grafos
cubicos. Através de um método onde utilizamos familias de caminhos que vao de um
vértice ao outro, obtemos a funcdo de Green para os grafos quanticos, permitindo
analisar seu espectro e a probabilidade de transmisséo através desses grafos.

Introducéo

Um grafo discreto X(V,E) consiste em um conjunto de vértices e um conjunto de
arestas conectando os vértices. Neste trabalho estudaremos apenas grafos simples
[1]. A matriz adjacéncia A para um grafo simples com n vértices, € uma matriz
simétrica de ordem n, com 4;; igual a 1 se os vertices i e j sdo adjacentes e 0 caso
contrario [2]. Um grafo quéantico é um grafo métrico, equipado com um operador
diferencial, como o operador Hamiltoniano, e com condi¢gbes de contornos nos
vértices. Para o estudo dos grafos cubicos quanticos, sera utilizado o método de
funcdo de Green. A funcao de Green exata para grafos pode ser obtida através de
somas de caminhos, gerando sistemas de equacdes das familias de caminhos, que
ao serrem resolvidas, fornecem a funcdo de Green exata de uma forma fechada.
Nessa técnica ha a vantagem de se obter, de uma forma relativamente simples,
funcdes de Green e os resultados obtidos sdo exatos para os grafos quanticos [3, 4].

Revisao de literatura

Os grafos cubicos com n vértices (Q,) sdo grafos com um total de 2™ vértices, cada
um possuindo o mesmo grau dv e n2""! arestas. Definindo as funcdes de onda nas
arestas do grafo, essas devem ser funcbes bem-comportadas e de quadrado
integraveis em cada aresta. As funcdes devem satisfazer as condi¢cdes de contorno
nos vertices. As condi¢cdes de contorno nos veértices do grafo devem envolver as
funcdes de onda e a sua derivada. Pode-se mostrar que a condi¢cdo de condicao de
contorno mais geral que € consistente com conservacéao de fluxo nos veértices e dada
por [5]
A,F(v) + B,F'(v) = 0.

Introduzindo as matrizes A, e B,, de ordem d, X d, e associadas a condicdo de
vértice [6]. Essas matrizes devem existir para cada vértice do grafo, tal que a matriz
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(A, B,) de ordem d,, x 2d, deve ter rank d,,, e a matriz A, B,* deve ser auto adjunta.
Exemplos de condigbes de contorno para os grafos s&o condi¢des do tipo & e do tipo
0. A condigcado de contorno do tipo & é analoga aquela obtida através equacao de
Schrédinger em uma linha com um potencial do tipo 6. No caso de grafos ela é dada
por

f(x) continua em v

Condicao tipo 6§ Z () = a, f(W)

eEEy,

onde a, é a intensidade da § e E, representa o conjunto de todas as arestas
conectadas ao vértice v. No método utilizado para obter a funcéo de Green, os vértices
do grafo sé&o rotulados conforme a ordem utilizada para construir a matriz adjacéncia.
Sao definidos os vértices de entrada e de saida, nesses vértices deve haver
amplitudes de transmissédo que permitam a entrada e saida no grafo. Uma familia de
caminhos entre os vértices i e j percorrendo uma aresta de tamanho [;; € chamada
de p;;. Um exemplo de como essas familias séo construidas € mostrado na Figura 1
para o grafo caminho com 3 vértices. Devemos considerar os coeficientes de reflexao
7; € transmissao t; em cada vértice do grafo. Sendo Ej, 3, todos os vertices vizinhos a

j, exceto o vértice i, as familias de caminho sao definidas por:

. P12 P21 . Pas P32z

|12 |23
Figura 1 — Grafo Ps com as familias de caminhos.

— ikl; ;
pij = Py + Z Lipjp|e ™.
PEEj\(iy

Ao escrever as familias de caminhos de um grafo, formamos um sistema de equacdes.
Resolvendo esse sistema de equacgdes, obtemos a funcao de Green. De forma geral,
o resultado e visto ser [4]

m
in’k

Gr(xf, Xi; k) = Tr‘eik(xi+xf)

Resultados e Discussao

O espectro para um grafo discreto € definido como sendo os autovalores da matriz
adjacéncia. Assim, os espectros para dos grafos Q,, discretos sdo respectivamente
dados por
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Figura 2 — Grafos Q,, Q, € Q; com os vértices de entrada (azul) e saida (vermelho).

Spec(Q,) = {—1,1}
Spec(Q,) ={—2,0,0,2}
Spec(Q;) ={-3,-1,-1,—-1,1,1,1,3}
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Usando a soma de familia de caminhos e resolvendo o sistema de equacdes de
caminhos para os grafos da Figura 1, foram encontradas as equacdes para a
amplitude transmissao através desses respectivos grafos. Os resultados sao:

. £t ekl
Q1 1 — TlT'ZeZikl

2tt e’k
21 —r(r+rtty ek + (r —t)(r + ) (g + t) (1 + ty) etk

Ty

T, =
& DenTQ3

Denr, =1-— (12 +t2 4+ 2t + 1y + 15 + 2t; + 2tg) )e?
+ {(ry + 1 + 2t; + 2t5)1r3
+ [(21ry + 215 + 4ty + 4tg)t + (rg + 2tg) (g + 2t,)]7r?

— (g + 1g + 2t; + 2t5)(t%r + 2t3)}e* K
— (r+20)%(r —t)%(ry + 2t,) (rg + 2tg)eb

Para os grafos quanticos, os seus autovalores séo definidos pelos polos em k =k,
da funcdo de Green, com as energias associadas aos autovalores, encontradas
através de [5]

h2k2

E .
" 2m

Utilizando os grafos cubicos quénticos Q,,, representados na figura 2, e aplicando a
condicao do tipo & em todos os seus vértices, com o termo a« = 1.0 e sendo
adicionados vértices de entrada e saida neles, foi obtida a transmissdo T de cada
grafo. Obtemos a probabilidade de transmiss&o através do grafo por |Tr|?. Assim, para
os grafos cubicos estudados, foi possivel fazer os graficos da probabilidade de
transmissdo em funcdo do nimero de onda k, como mostrado na Figura 3.
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Figura 3 — Probabilidade de transmisséo através dos grafos Q, (vermelho), Q, (verde) e Q5 (azul).
Conclusdes

Com o estudo da teoria de grafos, compreendendo suas caracteristicas, matrizes e
operacoes, foi possivel obter as matrizes para os grafos cubicos Q,, Q, e Q5 e verificar
0 seu espectro. O método utilizado permite obter a funcdo de Green de maneira mais
simples. Com as func¢des de Green obtidas e a parte que descreve a transmisséo no
grafo, € possivel encontrar o espectro do grafo quantico pelos polos da funcdo de
Green e analisar e comparar com os dados para a probabilidade de transmisséao dos
grafos com os encontrados na bibliografia, verificando assim a eficiéncia do método
utilizado.
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