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Resumo

O objetivo deste projeto € estudar detalhadamente as solucdes para o poco de
potencial quadrado através da construcdo da funcao de Green. A partir das solucdes,
€ usado um método numeérico para encontrar os autovalores de energia. Para melhor
compreensao do sistema, foi variado os parametros que caracterizam o poco, a fim
de avaliar o comportamento das energias com tais mudancas.

Introducéo

O poco de potencial quadrado é um dos sistemas de potenciais mais simples na
mecanica quantica onde podemos estudar a quantizacdo de energia devido ao
confinamento da mesma em uma regido limitada do espaco [1]. Neste trabalho é
apresentado um método de solucao através da construcdo da funcéo de Green.

A funcdo de Green G;; pode ser interpretada como uma amplitude de

probabilidade para uma particula que se encontra inicialmente no ponto x; e se move
para o ponto xy para uma energia fixa. A fungéo de Green semiclassica generalizada

€ dada por
m

“rt = 0 i
onde W, € aamplitude e S, € a acdo classica. A soma acima é realizada sobre todos
os caminhos de espalhamento que comecam em x; e terminam em x;. As amplitudes
W, estéo relacionadas aos efeitos quanticos locais através das amplitudes de reflexao
e transmisséo do potencial. Para o caso do poc¢o quadrado estes sdo as amplitudes
de reflexdes R]-J—’. O ndmero de onda em cada regido € k = ,/2m[E —V(x)]/h. Os
autovalores sao obtidos a partir dos polos da funcéo de Green [2].

% Wsp exp [% Ssp(xf' Xi; E)] 1)

Materiais e Métodos

O potencial quadrado simples € definido matematicamente como

Vo, x| > a
0, —a<x<a

V(x) = { 2)
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o qual € mostrado na Figura 1. Estamos interessados na funcéo de Green para 0 caso
onde E < V,. Os autovalores serdo obtidos a partir dos polos da funcdo de Green e as
autofuncdes a partir de seus respectivos residuos. Podemos escrever nove tipos
diferentes da funcdo de Green para o problema, contudo, analisamos apenas trés
situacoes relevantes: (1) x; < x; < x; € xp < xq; (2) x; < X3, xp < x3;€(3) x1 < x; < xy
e Xy > x,. As outras seis fungées podem ser obtidas por simetria dos trés casos acima.

Vix)y

v, -

x

-a X; 0 If +a

Figura 1: Pogo de potencial quadrado com as familias de caminhos P; € P,.

O método utilizado para somar todos os caminhos possiveis é através de
classificacdo de familias de caminhos. Considerando a situacdo (2) onde a particula
esta dentro do poco, comecando o caminho de x; ela pode (a) ir para a direita e chegar
em x¢, ou (b) ir para esquerda, acertar o potencial V, em —a sendo refletido. Ha uma
familia com uma infinidade de caminhos para a particula em —a, identificamos essa
familia como P;; e (c) a particula vai para a direita, atinge o potencial V; em a sendo
refletida. Da mesma forma, existe uma familia com infinitos caminhos para a particula
em a, identificamos essas familias como P,. Na Figura 1 esta esquematizado P, e P,.
Assim, pela prescricdo acima, a funcao de Green pode ser escrita como

(2) — m ik —Xi ik —Xj (+) —ik(—a-— i (_)
G _W[el (ey=2) 4 gik(a—xDR (I, 4 e=ik(a=x0R(™) p, | 3)
A familia P; possui duas contribuicdes: (a) vai para a direita e chega em x¢; e (b) vai

para a direita, atinge o potencial V, em a e é refletido seguindo pela familia P,. Da
mesma forma, a familia P, possui duas contribui¢des: (a) vai para a esquerda e chega
em x¢; e (b) vai para a esquerda, atinge o potencial V, em —a e é refletido seguindo

pela familia P,. Portanto,
P, = eik(xp+a) 4 ezikaR((:l'))Pz
P, = pik(xp—a) 4 ezikaR((:()l)Pl
Resolvendo o sistema para P; e P,, temos

P1 — é [eik(xf+a) + R((;))eZikaeik(a—Xf)] (4a)

P, = i[eik(a—xf) + R((:Zl)ezikaeik(xf+a)] (4b)
onde fo,, =1 — R((:Zl)R((Z))e‘”ka. Substituindo as equacdes (4a) e (4b) na equacao (3),
obtemos
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@__m ik (+) ,2ika ,ik(a— —ik(x;+ (7)) p2ika p—ik(a—x;
% _m[el (xp+a) +R(a)e21 agik(a xf)] X [e ik(x;+a) + RZ), elikag=i (a xl)] (5)

Os outros dois casos séo obtidos de maneira semelhante. Por exemplo, para o caso
(1) encontramos

(1) m ) etk (xf+a) —ik(x;+a) (+) 2ika ,—ik(a-x;)
Gr = e T_a) oWxfTa) % [e + R e e ] (6)

e para o caso (3), encontramos

G(B) l\/ﬁfﬁfaw T(((:S)elko(xf—a) x [eik(a—xi) + RE:()Z)ezikae—ik(—a—xi)] (7)
Como mencionado anteriormente, os estados ligados séo calculados a partir dos polos
das funcdes de Green em (5), (6) e (7). Seus polos E, = h*k:/2m estdo contidos no
termo 1/f,,. Eles sdo calculados a partir de f,, = 0. Pela simetria do potencial, as
amplitudes de reflexdes séo iguais e sao dadas por
RC) _ pH) _ k —k,
(= a) @ "k +k,

onde k, =+/2mV,/h*. Assim, a partir do polo, encontramos a seguinte equacéo
transcendental

2
kn—k& i
[ n ?1] e4lkna =1 (8)
kn+kg

Para resolver a equacao transcendental (8), usamos o programa Mathematica,
primeiramente com um método grafico e posteriormente um método numérico.

Resultados e Discussao

Para obter os graficos, definimos alguns parametros, tais como: a largura do poco
igual a 2, ou seja a = 1, a constante 4 = 1, a massa da particula como m =1 e um
parametro ¢ = kya, que controla o tamanho do po¢o. Poderiamos usar os valores reais
de cada parametro, porém, todos eles séo de escala atbmica, entéo, por simplicidade,
usamos os valores mencionados.

Para melhor compreensao do sistema, realizamos a variacdo da area do poco
para analisar como a energia se comporta com tais mudancgas. A variacdo do tamanho
do poco por meio da fixagao da largura a e deixando a profundidade V;, do pogo variar.
Com os mesmos parametros citados acima, porém deslocando o eixo x para o topo
do pogo (a altura do pogo se torna —V,) e fazendo V, variar de k, = 1 até k, = 20,
obtemos a Figura 2.
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Figura 2: Autovalores de energia em funcéo da area do poco através da funcdo de Green.

Na Figura 2, fica claro o conceito de quantizacdo de energia, pois podemos
perceber que a energia s6 pode assumir valores discretos em escala microscopica. E
possivel observar que a medida em que o tamanho do po¢co aumenta, 0 nimero de
niveis de energia possiveis aumentam também. Isto €, para pocos grandes (escalas
macroscopicas), o sistema possui muitos niveis de energia gerando a aparéncia de
uma energia continua, como esperado pela teoria classica.

Conclusodes

O poco quadrado pertence a uma classe bastante simples de potenciais em mecanica
quantica a partir do qual € possivel entender a quantizacdo de energia de maneira
clara, uma vez que, como visto na Figura 2, a energia ndo pode mais ser considerada
continua, como a fisica classica ensina, mas sé pode assumir valores discretos que
vao depender dos parametros do sistema. Foi possivel estudar a funcdo de Green
detalhadamente, entendendo cada passo de solu¢cdo e como obter os autovalores de
energia a partir das solucdes encontradas.
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