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Resumo

Neste trabalho realizamos um estudo detalhado da teoria de grafos, partindo de
problemas historicos, bem conhecidos e famosos, o estudo de seus principais
conceitos, propriedades e resultados [1]. Também foi nosso foco as diversas
aplicacoes desta Teoria [2, 3, 4, 5] e de alguns algoritmos, visando compreender
como estes Ultimos sédo usados para resolucdo do problemas de conexao de peso
minimo, de menor caminho, influéncias numa familia e classificacdo de participantes
em um torneio. Em particular, aplicamos a teoria de grafos para resolucdo de
problemas relacionados ao conceito de arvore (grafo conexo e aciclico), resolucéo
do problema de conexdo de peso minimo. Finalizamos o trabalho com um estudo
introdutorio de algo bastante recente em Teoria de Grafos, que é a Teoria Espectral
de Grafos [2, 6, 7, 8].

Introducao

A Teoria de Grafos teve sua origem no século XVIII, quando o matematico suico
Leonhard Euler (1707-1783) resolveu o famoso problema das pontes de
Kdenigsberg. Desde entdo, a teoria desenvolveu-se amplamente, possuindo
aplicagbes em diversas areas como a Quimica, a Economia, a Biologia, a Fisica e
em areas especificas da Matemética, como na Algebra Linear e na Teoria dos
Jogos.

Considerando que diversas cidades de um pais devem ser ligadas por
estradas. Dadas varias possibilidades de conectar as cidades e o0s custos
envolvidos, qual é a maneira mais econémica de colocar estradas para que, na rede
rodoviaria resultante, duas cidades estejam conectadas por uma cadeia de
estradas?

Problemas semelhantes envolvem a construcdo de redes ferroviarias e
transportes de linha de agua e sao conhecidos na teoria de grafos como problemas
de conexdo de peso minimo.

Uma aplicacdo pratica da teoria de grafos para resolucdo do problema de
conexao de peso minimo € o uso do grafo conexo e aciclico (arvore) e o Algoritmo
de Prim.



Materiais e Métodos

Estudo do material disponibilizado pelo orientador, de forma individual e também
com o outro participante do projeto. Encontros semanais, com o professor orientador
para apresentacdo de seminarios ou discussédo dos toépicos e aprofundamento dos
temas estudados. As atividades foram divididas nas seguintes etapas: 1) estudo da
teoria dos grafos simples (definicbes, propriedades e teoremas), resolucdo de
exercicios e demonstracdes na referéncia [1]; 2) pesquisa por aplicacdes da Teoria
dos Grafos, principalmente nas referéncias [2], [3], [4] e [5]; 3) apresentacdo e
discusséo com o orientador sobre as aplicacées de cada tipo de grafo estudado.

Resultados e Discussao

Grafo é portanto um par G(V,E), onde V é um conjunto finito e E € um conjunto de
subconjuntos de dois elementos de V. Os elementos de V sdo chamados vértices
do grafo G, e os elementos de E s&o as arestas do grafo [1].

Sejam os grafos G e H. Dizemos que g é um subgrafo de H desde que V(G)
esteja contido em V(H) e, E(G) esteja contido em E(H). Se V(G) = V(H), entdo G é
um subgrafo gerador.

Dizemos que dois veértices sdo adjacentes se ha uma mesma aresta incidente
a ambos e 0os chamamos de vértices vizinhos. O niumero de vizinhos de um vértice
€ denominado grau do vértice.

Dentre os tipos de grafos, destacamos aqui 0s seguintes:

Passeio num grafo € uma sequéncia de vértices, em que cada vértice é adjacente
ao seguinte e caminho é passeio em que nenhum vértice € repetido.

Quando cada par de vértices no grafo esta ligado por um caminho, o grafo é
chamado conexo.

Um ciclo é um passeio de comprimento minimo trés, em que o primeiro € o
altimo vértices coincidem, mas nenhum outro vértice é repetido. JA uma arvore é um
grafo conexo, sem ciclos.

Arvore geradora de G é um subgrafo gerador de G que é uma arvore.

Como resultado do estudo da teoria de grafos apresento a resolucdo do
problema enunciado anteriormente.

Seja G um grafico construido com o conjunto de cidades como seu conjunto
de vértices. Cada aresta de G corresponde a uma ligagdo rodoviaria entre duas
cidades. O custo de construir uma ligacdo rodoviaria € o peso da sua aresta
correspondente. Entdo, uma arvore geradora de peso minimo de G fornece a
configuracdo mais econdmica para a rede rodoviaria. A seguir, um algoritmo que nos
fornece arvore geradora de custo minimo de um grafo G.

Algoritmo de Prim [5]:

Seja G um grafo simples, conexo e valorado com n vértices. Sejam vi; v2; ... ; Vn 0S
vértices de G e seja W = W(G) = (wij) a matriz de peso de G.

Ou seja, W é a matriz nxn com

() wij =, paral <i<n,

(ii) wij = wji = 0 peso da aresta (vi, vj) se vi e vj sao adjacentes,

(iii) wij = wiji = © se vj e vj ndo sao adjacentes.



O algoritmo constréi uma arvore geradora de custo minimo.

Passo 1: comece com vi. Conecte vi a vk, onde vk € um vértice mais proximo para
v1 (Vk € mais proximo de vi1 se (vi, vk) for uma aresta com o menor peso possivel).
O vertice vk pode ser facilmente determinado observando a matriz W. Na verdade,
Vk € 0 Vértice correspondente ao qual a entrada na linha 1 de W € minima.

Passo 2: Tendo escolhido vk, seja vi diferente de vi ou vk, um vertice
correspondente a menor entrada nas linhas 1 e k juntas. Entdo vi é o vértice "mais
préoximo” da aresta do subgrafo definido pela aresta (vi, vk). Conecte vi a vi ou Vk,

se a entrada esta na primeira linha ou na k-ésima linha, respectivamente. Suponha
gue seja, digamos, na k-ésima linha; entdo é a (k, i)-ésima entrada de W.

Passo 3: Considere o subgrafo definido pelo conjunto de arestas {vivk, Vkvi}.
Determinar o vizinho mais préximo do conjunto de vértices {vivk, VkVvi}.

Passo 4: Continue o processo até que todos os n vértices tenham sido conectados
por (n - 1) arestas. Isso resulta em uma arvore geradora de custo minimo.

Teoria Espectral de Grafos

Para exemplificar uma aplicacdo da teoria espectral de grafos, observamos
que € possivel encontrar 0 espectro e a energia (conceitos cuja origem vem da
quimica) de um grafo circulante, por meio do calculo dos autovalores do grafo,
obtidos a partir das raizes do polinbmio caracteristico da sua matriz de adjacéncia.

Seja um grafo G de ordem n e conjunto de vértices V = {vi, ..., vn}. A matriz
adjacéncia de G é a matriz A ={ ajj } de ordem nxn, dada por:

() aij=1, sevié adjacente a vj;
(i) aij = 0, caso contrario.

O polinbmio caracteristico de G é o polinbmio caracteristico da matriz
adjacéncia de G, e denotado por pc(A). Entre os grafos circulantes, calculamos a
energia do grafo completo Kn.

O grafo completo, cuja primeira linha da matriz adjacéncia é dada por L = (0
11..1), e as outras linhas sdo as permutacdes da primeira, possui polindémio
caracteristico pG(A) = A+ A2+ A*+ ...+ A" "1, Quando A =1, entdio pG(A)=n -1, e
quando A é diferente de 1, pG(A) = - 1.

Se A1, A2, ..., As s8o os autovalores distintos de G, com A1z A2z ... 2 As e my,
mz, ..., Ms, suas respectivas multiplicidades, o espectro Sp(G) do grafo sera a matriz
de ordem 2xs cuja primeira linha é composta pelos autovalores e a segunda por
suas multiplicidades.

A energia de G sera a soma do valor absoluto de seus autovalores.

Conclusodes

O estudo da teoria dos grafos possibilita integragdo com outras éareas do
conhecimento e entre subareas da propria matematica, com possibilidade de
aprofundamento e desafios (problemas abertos) ainda a resolver. Além disso, o
estudo contribuiu para o aprimoramento na elaboracdo e defesa de argumentos
l6gicos, através da redagdo de provas e demonstragcbes e proporcionou a
compreensao do processo indutivo e funcionamento de algoritmos, assim como o
desenvolvimento da criatividade para utilizagdo métodos matematicos na resolugéo
de problemas em diferentes areas do conhecimento.
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