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Resumo:

Existem muitos problemas em analise nos quais encontramos integrais improprias
dependendo de um parametro. Se uma tal integral é convergente, ela define uma
funcdo de um parametro. Este Trabalho teve como foco principal estudar as funcdes
definidas por integrais, onde buscamos analisar sob quais condi¢gdes estas fungdes
estdo bem definidas, sdo continuas, diferenciaveis e integraveis. Além disso,
estudamos detalhadamente tipos especiais destas funcdes, como, por exemplo, a
importante funcdo Gama, que generaliza o conceito de fatorial, e suas respectivas
propriedades. Também estudamos algumas de suas aplicagdes, como o método de
Laplace e a formula de Stirling.

Introducéao:

Em um primeiro curso de andlise busca-se estudar de forma aprofundada e
rigorosa conceitos e aspectos sobre funcdes ja vistas em célculo, como, por exemplo
continuidade, diferenciabilidade e integrabilidade. Mas as funcdes utilizadas neste
processo, sao as que podem ser expressas de forma simples, sem muitos recursos,
as chamadas funcbes elementares.

Por outro lado, em muitos problemas de analise aparecem outros tipos de
funcdes, tais que para expressa-las € necessario recursos mais sofisticados, como as
séries ou as funcdes representadas por integrais. Este Ultimo € o caso que estudamos
no presente trabalho. Um exemplo simples deste tipo de funcdo é a funcgéo
Logaritmica, a qual pode ser definida por

X

1
ln(x)=f —dt,x > 0.
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Ao ver este tipo de funcdo é natural se perguntar se elas estdo bem definidas e se
sdo: continuas? diferenciaveis?integraveis?

Como um tipo geral do problema acima, suponha que
+ oo

d(x) = f(x,y)dy

C

é convergente para cada valor de x em algum intervalo. Na prética é importante saber
se ® é ou nao continua; também, sob que condicbes é possivel trabalhar com
diferenciacdo e integracdo de &, etc. O tratamento dessas questdes € bastante
analogo ao tratamento das correspondentes questdes no caso de func¢des definidas
por séries; 0 conceito chave para isso é o de convergéncia uniforme.

Para responder a estas questdes necessita-se de um estudo aprofundado e de
certos resultados de convergéncia (uniforme) de integrais. Além disso, fungbes



importantes da matematica, como sdo os casos das funcbes Gama e Beta, sao
exemplos destes tipos especiais de fungbes, as quais aparecem em diversas
aplicacoes.

Material e Métodos

Os materiais utilizados foram livros, artigos e pesquisa na internet. O projeto foi
desenvolvido por meio de estudos individuais na literatura e com encontros semanais,
de duas horas, para apresentacdo de seminarios, discussao de resultados e davidas
dos conteudos estudados.

Resultados e Discusséo:

Este trabalho foi dividido em trés partes. Primeiro, fizemos um estudo dos pré-
requisitos de analise. Segundo, estudamos as funcbBes definidas por integrais,
propriamente ditas, de um ponto de vista geral, bem como de suas propriedades.
Terceiro e ultimo, estudamos certos tipos especiais de fun¢des definidas por integrais
e aplicacoes.

Assim, iniciamos o trabalho com uma breve revisdo de analise para que assim
ao adentrarmos nos conceitos e definicdes de uma fungao definida por integral
tivéssemos maior facilidade em compreendé-los. Em seguida, ao comecgarmos o
estudo deste tipo de funcao percebemos que o tempo gasto na reviséo foi de grande
importancia, pois para definir se uma funcao deste tipo € continua, diferenciavel e
integravel, era suficiente verificar isto para a funcdo que estava a ser integrada para
lhe dar origem, isto € garantido pelos seguintes teoremas:

Teorema 1: Se F é continua em R:{a <x < b,a <y < B}, entdo f definida em

I:{a < x < b} por f(x) = ffF(x,y) dy é continua.
Teorema 2: Seja F e % ambas continuasem R:{a < x < b,a <y < }. Entdo f dada

por f(x) = ffF(x, y)dy é diferenciavel em I:{a < x < b}.

Além disso, estudamosos casos onde os limites de integracdo ndo eram finitos

e, portanto, a integral s6 define uma funcéo se garantirmos a sua convergéncia. Assim,
foi necessario estudar métodos para verificar a convergéncia da integral, muitos deles
analogos aos critérios para convergéncia de séries, como, por exemplo, o teste da
comparacao e o de Wierstrass (ou M-test), para verificar a convergéncia uniforme, um
dos conceitos fundamentais neste estudo.
Teorema 3 (M-test): Suponha que F é definidaem R:{a <x < b,a <y < [}, com 3
podendo ser finito ou infinito; e suponha que f(x) = ff F(x,y) dy converge para cada
x em I:{a < x < b}. Assim se existe uma funcdo M em {a <y < B} para o qual
|F(x,y)| < M(y) e ffM(y) dy converge. Entéo ff F(x,y) dy converge uniformemente
para todo x em I.

Além deste, foram estudas outros critérios para garantir convergéncia uniforme
da integral, entre eles estdo o Critério de Cauchy, o qual d4 uma caracterizacdo da
convergéncia uniforme da integral, e também os testes de Abel e de Dirichlet
modificados, 0s quais ndo encunciaremos por terem um enunciado extenso.

Ressaltamos que foi muito importante fazer este estudo, pois a convergéncia
uniforme de funcdes definidas por integrais nos garante a sua continuidade, como
mostra o teorema que enunciaremos a seguir:
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Teorema 4: Seja F continua em R:{a < x < b,a <y < B}, onde p pode ser finito ou
infinito, mas nos assumiremos que B é um ponto singular de F. E suponha que f é
definida em I:{a <x<b} por f(x)= ffF(x, y)dy onde a integral converge
uniformemente. Entéo f é continua.

Observamos que temos resultados analogos a este que garantem a
diferenciabilidade e a integrabilidade da funcao definida pela integral.

Apos o estudo geral das fungdes definidas por integrais, sua convergéncia e
propriedades, passamos ao estudo de algumas func¢des especiais, em particular.

A principal foi a funcdo Gama, cuja primeira aparicdo foi em uma carta de
Leonhard Euler para Golbach em 1729. Esta fungéo foi desenvolvida na busca por
generalizar a nogéo de fatorial para numeros reais e muitas vezes é citada como a
segunda integral de Euler em vez de funcdo Gama [4, 5]. Algumas de suas aplicacdes
estdo em estatistica, na parte de densidade de probabilidade, também aparece como
solugéo de equacdes diferenciais, entre outras. Contudo, o nosso estudo se baseou
em suas propriedades e resultados analiticos.

A funcdo Gama é definida por uma integral dependendo de um parametro e é
dada por I'(x) = [,” [e~"t*'dt] ,x > 0.

Foram enunciados e demonstrados diversas propriedades e resultados sobre
a funcdo Gama, entre eles citamos:

Teorema 5:A fungéo I' é continua e infinitamente diferenciavel em x > 0.

Uma breve ideia da demonstracdo sera dada a seguir:

Primeiro seja y um numero arbitrario em {x > 0}. Dai escolhemos a e b tal que 0 <
a <y < b. Em seguida analisamos I' em I: {a < x < b}. Em seguida definimos I' 1 e

2 de forma que a soma delas de T, ou seja, [ 1(x) = fol[e‘tt(x‘l)]dx eIl2(x) =
floo[e‘tt(’“l)]dx. Assim aplicando o teorema 3 e o0 teorema 4 segue que I' é continua

para todo x, pois y foi escolhido arbitrariamente.
Propriedades:
r'x)

1) Paratodoa >0, " e~ *t* dt = —=
2) T(x+1)=xI'x), x>0
) I'x+n)=((x+n—-1)..(x + DxI'(x), paratodon > 1 inteiroe x > 0
9 1(;)= 7
As demonstracdes destas propriedades podem ser encontradas em [1].
Outra funcéo especial e bastante importante, definida por uma integral, € a Funcéo

Beta (ou Primeira integral de Euler), a qual fizemos um estudo detalhado. Esta funcéo
tem relacdo com a fungdo Gama, como mostramos a segulir:

Definicdo: A Funcdo Beta é dada por B(x,y) = f01 t*"1(1 —t)¥ dt.
Teorema 6:A fungéo BetaB(x, y) é continua em {x > 0,y > 0}.
Propriedades:

1) B(x,y) = F(X)F(Y)/F(X +y)
2) Blxy) = By, )
3) B(xy) =2 [2[(sin6)** ' (cos §)*’""] db

Em seguida ao terminar os estudos destas func¢des, foi estudado o método de
Laplace. Este método leva este nome em homenagem ao matematico francés Pierre-
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Simon Laplace, que foi quem o desenvolveu, e serve para estimar o valor assintético
de func¢des dependendo de um parametro sob certas condicgoes.
Teorema 7 ( Método de Laplace): Suponha que

i) f édeclasse C?em {0 <t < a}, onde a pode ser finito ou infinito.

i) f écrescente

iii) £(0) =f'(0),f"(0) >0

iv) Existe x", para o qual I(x) = f,'e™/® dt existe

1
Entdo I(x) existe para todo x > x", e I(x)~ [Zx;(o)]z-

Exemplo 2:

1
Mostre que se a > 0,b > 0, e f é definida por f(x) = foae‘xbtzdt, entéo:f(x)~1[1]2.

2 Lbx
De fato, pois g(t) = t? atende as condicdes do método de Laplace.
Aplicacdo do método de Laplace:
Ao aplicarmos o método de Laplace na funcdo Gama, obtemos o seu
comportamento assintético e, além disso, este resultado ganha um nome em particular
de formula de Stirling.

1
A formula de Stirling nos diz que I'(x + 1) ~ /(2m)x*"2e™*, quando x — o, e
assim obtemos uma aproximagéao do “tamanho” de n!, quando n é grande.

Conclusdes:

Com este trabalho percebeu-se que as fun¢des definidas por integrais sdo uma
forma alternativa para definir fungdes, muito Gtil e que estas tém um papel importante
na matematica, uma vez que funcdes como a funcdo Gama e a Beta aparecem em
diversas aplicacdes. Além delas, temos também as transformadas, que sao uma
ferramenta importante para resolver equacdes diferenciais. Ou seja, conhecer esta
teoria, bem como suas propriedades, é de fundamental importancia ndo s6 em
matematica, como na fisica e na engenharia. Reconhecemos que 0 conceito de
convergéncia uniforme foi de extrema importancia ao longo deste estudo.
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