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Resumo

Estudo referente a teoria de grupos em mecanica quantica, com enfoque nos grupos
SU(2) e SL(2,C). O grupo SU(2) é analisado pelo método desenvolvido por Messina
e Nakazato descrevendo uma forma de gerar Hamiltonianos sollveis dependentes
do tempo para uma particula com spinl/2. Analisa-se o grupo SL(2,C) e como asso-
cid-lo ao SU(2), através de uma transformacédo métrica no espaco de Hilbert.

Introducao

Grupos e simetrias apresentam-se na fisica como um conceito fundamental, na
abordagem de sistemas classicos, ou quanticos (informacgéo e computacdo quantica)
[1]. A partir das simetrias uma grande quantidade de informacéo pode ser adquirida,
na simplificacdo ou descricdo algébrica do problema.

Em Mecéanica Quéntica, se um sistema possui uma dada simetria, entdo os
operadores Hamiltoniano e evolucédo temporal tém suas formas parametrizadas co-
nhecidas. O grupo SU(2) possui as matrizes de Pauli como seus geradores. A forma
parametrizada de um elemento deste grupo € dada pela matriz unitaria:

a b
Uy = (5. 2),  lalP+1b2=1, ©

(a e b complexos), sendo que (1) deve satisfazer a equacéo de Schrodinger.

Determinar solucdes de sistemas em que o operador Hamiltoniano depende
explicitamente do tempo pode trazer grandes complicagdes do ponto de vista opera-
cional. Deste modo, métodos para gerar hamiltonianos solUveis em SU(2) com de-
pendéncia temporal e com equacdes diferenciais para o operador de evolugao tem-
poral sdo de grande importancia, como o método de Messina e Nakazato [2], que
gera classe de operadores Hamiltonianos analiticamente solGveis, com forma espe-
cifica da estrutura do grupo SU(2),

—~ Q(t w(t
onde os elementos Q(t) e w(t) podem ser interpretados como 0s campos magnéti-
cos longitudinal e transversal, respectivamente, quando aplicados na descricdo da
dindmica de uma particula de spin 1/2, caracterizando o problema de Rabi, possuin-
do importancia significativa no estudo da dinamica em RNM.
No sentido de estender a compreensao da dinamica de sistemas discretos pa-

ra casos mais gerais de simetria dinamica, explorou-se alguns aspectos algébricos e
analiticos referentes ao grupo SL(2,C). De forma geral, um operador Hamiltoniano



™
{ N\
[ =

v

com simetria dinamica SL(2,C) pode ser decomposto em duas estruturas da algebra
do SU(2), possuindo sua forma geral segundo (3):

b
USL(Z,C) = (Ccl d); ad — bc = 1, (3)

em que a, b, c e d sdo complexos. Entretanto esta abordagem pode gerar hamiltoni-
anos nao hermitianos [3] (autovalores podem assumir valores complexos), gerando
certas duvidas quanto a sua interpretacdo, pois nha mecéanica quantica, observaveis
estdo associados a operadores com autovalores reais. Assim destacam-se hamilto-
nianos quasi-hermitianos, que ndo sdo hermitianos H(t) # Hf(t), porém seus auto-
valores sao reais [4], possibilitando, em certos casos, associd-lo a um hamiltoniano
hermitiano com simetria dindmica SU(2) por meio de transformacdes de métricas no
espaco de Hilbert, (H',, = ©H,,0~1) em que o subscrito “nh” refere-se ao operador
ndo hermitiano. Para gerar autovalores reais, o operador métrico deve ser positivo.

Revisao de Literatura

Partindo do conceito de simetrias em fisica, foi realizada uma revisdo dos pon-
tos centrais sobre grupos, em especial na estrutura do grupo SU(2). Depois isto foi
expandido pelo método de Messina e Nakazato [2], que gera hamiltonianos soluveis
em SU(2), para o problema de Rabi, por meio de uma funcao auxiliar.

Analisando o grupo SL(2,C), foi construido um hamiltoniano ndo hermitiano [3]
dependente do tempo, analisado num referencial girante, removendo a dependéncia
temporal. Assim é possivel associar um hamiltoniano hermitiano a este caso, retor-
nando ao SU(2).

Resultados e Discusséo

Analisando o caso do sistema SU(2) dependente do tempo, o0 método de Mes-
sina e Nakazato, permite determinar solu¢des analiticas para Hamiltonianos parame-
trizados na forma (2). O “anzats” utilizado nesta andlise consiste em associar ao
operador Hamiltoniano uma funcgéo auxiliar X(t) complexa, que deve ser zero para
t = 0. Assim os elementos do operador de evolu¢édo temporal tornam-se:

t :
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a(t) = TR P —gofﬂ(ﬂdr—t R xR ) (4)
1
b(t) = = a(O)X(t), ()

determinados a partir de uma forma estabelecida da fungéo X(t). Para uma escolha
da fungdo complexa X(t) e um estado inicial do sistema quéantico de interesse, de-
terminando a matriz densidade p pode-se estabelecer curvas representativas da
evolucéo dindmica deste estado quantico do sistema por meio da esfera de Bloch.
U(te, )W) = [¥(®)),  p =[PP (6)
Sendo assim, pode-se analisar a evolucdo temporal associada a um caso de
spin 1/2, no estado inicial de spin up sob influéncia de um campo magnético externo
associado a X(t). Fazendo escolhas como X; = a(1 — cos ut) e X, = sen ut, 0S veto-
res de Bloch escritos em termos das matrizes de Pauli tornam-se:
. 4 cos(wot) sen(wot) X;  2(2cos?(wot) — DX, XZ2-1
Tl_( 1+ X2 1+ X2 1+X12>

(7)
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As Figuras 1 (a) ilustram a evolucgédo do vetor de Bloch para 7, e 1 (b) para 7,.

Figura 1: (a) Esfera de Bloch para o vetor r;, sendo a =1, u =1, t = [0,7], € w, = 1 verde, w, = 2,
vermelho, w, = 3, azul. (b) Esfera de Bloch para o vetor 15, sendo u =1, t = [0,%], e wy =1 verde,
wy = 2, vermelho, w, = 3, azul.

Na Figura 1 (a) observa-se que 0 spin que esta no estado de spin-up, realiza
uma precessado em torno do eixo z e no limite em que t — oo, tende a um estado de
spin-down. Na Figura 1 (b), para t = [0,nr], para n inteiro, o spin parte do estado
inicial e termina a evoluc&o no plano formado por N1 e N2. Caso t = [O,ng], 0 spin

descreve uma precessao em torno do eixo z positivo e retorna ao estado inicial.

Analisando o caso do grupo SL(2,C), construiu-se um operador Hamiltoniano
n&o hermitiano, associado a um operador hermitiano. O operador métrico © = /17
pode ser construido utilizando uma base bi-ortogonal,

ﬁnhld)n) = Enl(pn)' ﬁ;hl)(n> = enl)(n): (9)
6= Lt)tal, 070 = > Idudebul, (10)
n n
seu operador Hamiltoniano hermitiano equivalente i é obtido por
At =h, ht=h. (11)

O exemplo estudado foi de um operador Hamiltoniano com simetria dinamica
SL(2,C) descrito em termo das matrizes de Pauli na forma
Wi

A() = ~h =26, — h =t (cos(wyst + $)6, — sen(wyrt + $)3,) — h—2-6,,  (12)

gue pode ser analisado do ponto de vista de um referencial girante na mesma radio
frequéncia da precessao do spin (w, s = wy), removendo a dependéncia temporal:
= W1 ~ ~ . W11
H(t) = —h7(cosq,’> ax—senqbay) —lhTUz- (13)
Conhecendo os autovetores associados ao Hamiltoniano e do seu conjugado

hermitiano, pode-se determinar o operador métrico e seu inverso por meio das rela-
¢cOes (10). Para o modelo em (13) o operador métrico possui a forma

O=AT=1+usen¢ b, +ucos¢és,. (14)
O operador Hamiltoniano hermitiano correspondente a (13) assume a forma
~ R hw
h=nAp"1 = Tl‘/l — 2(sen 8, — cos ¢ 6y )- (15)

Nesta abordagem, o operador de evolugéo temporal torna-se conhecido, possi-
bilitando a descricdo da evolugdo temporal do operador densidade na esfera de
Bloch, cujo vetor associado possui a forma (16) com evolugéo segundo a Figura 2:
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73 = (sen ¢ sen ytw, , cos ¢ sen ytw,, cos ytw,), y=4J1—p?30<u<1. (16)

Figura 2: Esfera de Bloch para 73, sendo w, =1, t =[0,m]. $ =0u=0,1 verde, ¢ =n/2u=10,4
vermelho, ¢ = 2n/3 u = 0,7 azul.

Por meio da Figura 2, percebe-se que o fator ¢ altera o “caminho” associado a
precessao do spin, enquanto o termo u gera um atraso na “velocidade”, pois no
mesmo intervalo de tempo, o estado final é diferente devido a este fator.

Conclusodes

Com base no estudo apresentado em relacéo a teoria de grupos e como utiliza-
la, diversos aspectos do modelo em andlise, como as simetrias associadas ao pro-
blema, além da forma da evolucao temporal, podem ser determinados através das
propriedades pertinentes a estrutura geral do grupo.

Para gerar hamiltonianos solluveis dependentes do tempo em SU(2), o método
de Messina e Nakazato, apresenta-se com grande importancia, visto que para casos
em que o hamiltoniano do sistema depende explicitamente do tempo, determinar o
operador de evolucdo temporal pode ser bastante complicado, consequentemente,
determinar como o estado evolui no tempo torna-se nao trivial.

Hamiltonianos quasi-hermitianos podem ser associados a hermitianos por meio
de transformacdes métricas no espaco de Hilbert, possibilitando o estudo a dinadmica
do sistema SL(2,C) no contexto do grupo SU(2).
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