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Resumo

O seguinte trabalho consiste no estudo das séries huméricas do ponto de vista da
convergéncia absoluta e incondicional. Realizou-se um estudo detalhado das
sequéncias e séries numéricas visando o Teorema de Riemann que garante a
equivaléncia entre a convergéncia absoluta e a condicional.

Introducéo

Em relacdo a uma série de numeros reais, interessa saber se a soma é finita (a série
€ dita convergente), se a soma em mobdulo é finita (a série é absolutamente
convergente) e se a ordem das parcelas ndo altera a soma (a série é dita
incondicionalmente convergente). Inicialmente, mostramos que toda série
absolutamente convergente é convergente, ressaltando que a reciproca ndo ocorre
(um contraexemplo classico trata-se da série harménica alternada). Tais séries sao
chamadas condicionalmente convergentes.

Quanto a convergéncia incondicional, sabemos de um resultado de Dirichlet que
uma série numérica € incondicionalmente convergente se, e somente se, é
absolutamente convergente. Além de provarmos este resultado, analisamos o
comportamento das séries condicionalmente convergentes. Surpreendentemente,
verificamos que uma série condicionalmente convergente pode ser reordenada de
forma a convergir para qualquer numero real previamente escolhido. Com isso,
existem apenas duas possibilidades, diametralmente opostas, para uma série
convergente: ou ela se comporta como somas finitas, no sentido de que a ordem das
parcelas ndo altera a soma; ou entdo a ordem das parcelas altera a soma de forma
radical, no sentido de que a soma pode resultar em qualquer nimero, bastando para
isso uma escolha adequada da ordem das parcelas. Esta analise corresponde ao
desfecho do trabalho.

Material e Métodos

A pesquisa foi desenvolvida com base em estudos dirigidos e seminarios
apresentados semanalmente. As bibliografias basicas foram definidas no primeiro
encontro e utilizadas como leitura obrigatoria. Iniciamos com o estudo detalhado das
nocdes de sequéncias numericas, progredindo para a caracterizacdo das series
numéricas demonstrando 0s principais critérios de convergéncia. Em seguida,
estabelecemos os principais resultados relacionados com os tipos de convergéncia
de séries: absoluta e (in)condicional.

Resultados e Discussao
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Os principais resultados da pesquisa foram elencados a seguir:

2019

Teorema 1 (de Dirichlet):
Sejax uma reordenacao qualquer da série X, a,,.

n=1 :lz
) Se @ =O0paratodon € N,entdo X7, a, =i, b,;

i) Se X, a, € absolutamente convergente, entdo X7
absolutamente convergente e -7 = Xo=, .

n=1 :'z

também é

n=1 :lz

Definicao 1:
Uma série £>_, a, € dita incondicionalmente convergente se, para qualquer
aplicagdo @: N — N bijetora a série £, a,,,, € convergente.

O item (ii) do teorema de Dirichlet (Teorema 1) afirma que toda série absolutamente

convergente é incondicionalmente convergente. A reciproca desta implicacdo €
verdadeira e sera provada no Teorema 2. Antes, estudamos o seguinte lema:

Lema 1:
Dada uma série YX7_, a, condicionalmente convergente com p, = a} e
g, = a, (p, é a parte positiva de a, e g, é a parte negativa de a,) de modo que
p, 20,9, 20,p, + q,=la,|ep, — q,=a, paratodon € N. Entdo
Zr=lpn = twe E::=l Gy = + oo,

Demonstracao:

Suponhamos que apenas uma dessas séries converge (a primeira por
exemplo). Logo, existe 5 € Rtal que X7, p, = S.

Como X¥.,q,= + o, dado L =0, existe M € N tal que n = M implica
Zo,q, = 2L+ S. Visto que X7, p, = S, existe N € Ntal que |Xi-,p,—5| <L
sempre que n = N.

Escolhemos n, = max{M,N}. Como consequéncia, para todo n = n,, temos

n= J.ak En =10y — Zf=1 LY < (L + 5) - (EL + 5) —L, isto e E:'z =10, = — %, que
€ absurdo, uma vez que esta série converge.

O caso em que tomamos X>_, g, convergente e X, p, = + ®ésimilar. Sob

essas hipoteses, obteremos a contradicdo X, a, = + @
Se Xr_,p, e Xi_,q, fossem ambas convergentes, segue que a série
Zn J.lanl Converge’ pOIS Z:u=l|an| :'2 J.[:p;'z + qnj - E::=lpn + Z:’:lqn' LOgO’

== a, seria absolutamente convergente, o que € absurdo.
Portanto, ., p, = +©e Xx_,q, = + .

Teorema 2 (de Riemann)

Seja XX, a, uma série condicionalmente convergente. Dado ¢ € R, existe
uma reordenacdo 27, b, da série X_, a, talque 27, b, = c.
Demonstragéo:

Sejam (p,,) e (g,,) conforme o Lema 1.

Como ZX¥_,a, converge condicionalmente, lim a, =0 (condicdo de

n—+too
anulamento). Além disso:
lim p, = lim q, =0 (2

n—+too n—++to
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Uma vez que 0 <p, <la,|, 0=gq, =|a,|, para todo n € N e
lim |a,|= 0, entretanto, de acordo com o Lema 1:

n—+too

E:u=1pu = + e E:=1 qu = -|-CD

Reordenemos os termos da série £, a,, tomando como 0s primeiros termos:
Py, P2 -, Py, €SC0lhidos na ordem com que aparecem na serie, em que nl € N € 0
menor indice tal que p, + p, + ...+ p,; >-c.

Em seguida, escolhemos os termos negativos —q,,—q. ..., —q,., (primeiro
termo negativo da série, segundo termo negativo da série, etc.) em que n2 € Né o
menor indice tal que p; + p, + ..+ Py —Gy G5 . —Gp <

Observamos que as escolhas para nl1 e mn2 sao possiveis, jA que
TPy, = twe ¥ g, = + w Continuamos assim escolhendo o menor indice
n3 € N tal que

Py T ot Prp1 741 = - Tp + Pri+1 + -t Paz — Qna+1 — """~ Gpa <€

Prosseguindo dessa maneira, obtemos uma reordenacao da série X7, a, em
que a sequéncia das somas parciais da nova série, que denotaremos por [t”j,
converge para c.

De fato, para qualquer i € M, i impar, temos:

) t,u+y <c < t, (devido ao procedimento estabelecido acima);
i) t,, — P, =c(devidoaescolhadenie N)—=0 < t,, —c < p,,; );
i) £, 00y T Gursy =c (devidoan(i+1) € N) =0 < c—tyey) = Gy )-

Decorre de (2) que uhT Do iﬂﬂh qn,le:,:ﬂ aplicando o teorema do
lim t,;, = lim t
confronto em ii) e iii), obtemos n—+z= pten PO T

Assim, dado n € M, temos:

iv) sei € Nforimpareni <n < n(i+1),entdot, ., = t, <t
v) sei € Nforpareni <n <n(i+1)),entdot,, <t, < t ..

ni "

Portanto, concluimos que lim t,

n—++o

De posse do Teorema de Riemann, estabelecemos a equivaléncia absoluta e
convergéncia incondicional para séries numéricas. Este fato é apresentado no
teorema a seguir:

Teorema:
Uma série ¥7-, a,, € absolutamente convergente se, e somente se, ¥, a, €
condicionalmente convergente

Demonstracao:
A ida corresponde ao item ii) do teorema de Dirichlet (Teorema 2).
Suponhamos que X7_,a, ndo convirja absolutamente. Entdo, X7 ,a, €
condicionalmente convergente e pelo teorema de Riemann, dado qualquer c E E,
existe uma reordenagdo X, b, da série i a, tal que X7, b, = c. Ou seja,é
possivel encontrarmos uma reordenacgdo ~_,b, de ;“zl a, tal que
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=_,b, = Xir a,. Essa afirmacéo leva-nos a uma contradi¢éo, visto que X3_, a
incondicionalmente convergente. Portanto, ¥>°_, a,, converge absolutamente.

é

n

n

Concluséo/des

Este trabalho trata dos resultados de um projeto de iniciagdo cientifica iniciado em
agosto de 2018 e finalizado em julho de 2019. Foram estabelecidos resultados
relativos as séries numéricas do ponto de vista de convergéncia absoluta e
incondicional. Para este estudo, houve a preocupacédo de que pré-requisitos fossem
discutidos antecipadamente de forma detalhada, evitando grandes dificuldades no
desenvolvimento dos resultados, como por exemplo: o estudo das sequéncias
numeéricas e nocdes de Andlise Real.
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