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Resumo

O estudo das transformacdes de Mobius desempenha um papel muito importante em
varias areas da matematica, bem como da ciéncia como um todo; uma destacéavel
aplicacao destas transformacdes reside no fato delas tornarem possivel transformar
problemas aparentemente complicados em problemas analogos com solu¢des mais
simples. Foi o matematico August Ferdinand Mobius quem introduziu essas
transformacdes. Inicialmente estudamos as transformacdes elementares definidas em
C. Em seguida, caracterizamos as transformac¢des de Mdbius, destacando algumas
de suas propriedades. O desfecho do presente trabalho apresenta resultados
importantes no sentido de determinar transformacdes de Mdbius.

Introducao

A real motivacdo para a introducdo dos nimeros complexos surgiu no século XVI,
guando Cardan descobriu que algumas equacdes do terceiro grau possuiam raizes
reais, mas em cujas férmulas resolventes ndo se conseguia evitar expressdes
envolvendo radicais quadraticos de numeros negativos. Essa dificuldade motivou
Bombelli a criar novos numeros, vistos com desconfianca por algumas geracdes de
matematicos e posteriormente batizados por Gauss de numeros complexos. No inicio
do século XIX, com a representacdo geométrica dada aos nimeros complexos, as
suas operacfes e com 0 seu emprego por Gauss para deduzir propriedades dos
nameros inteiros, € que foram conquistando legitimidade. Como veremos, as
transformacdes de Moébius séo definidas com base neste conjunto. Na primeira secao
conheceremos as principais transformacées elementares definidas em C: translacao,
homotetia, rotacdo, multiplicacdo e inversdo. Na secdo seguinte, definiremos as
transformacdes de Mobius. Para tanto, discutiremos a necessidade de ampliar o
conjunto dos numeros complexos. Finalizaremos estabelecendo algumas
propriedades destas transformacdes, como o fato de serem vistas como composi¢cao
de transformacgdes elementares.

Material e Métodos

Utilizaram-se referéncias relacionadas com a tematica da iniciagdo cientifica. Foram
realizados seminarios semanais, onde os contetdos eram apresentados e discutidos
sob orientag&o do prof® Marcos Teixeira Alves (DEMAT - UEPG).

Resultados e Discusséo
Os resultados apresentados nesta secao podem ser encontrados em (HEFEZ;
VILLELA, 2012) ou em (AVILA, 2000).

TRANSFORMAGOES ELEMENTARES EM C
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Uma func@o complexa de variavel complexa é uma funcao f:S — C, em que S
€ um subconjunto de C. Estudamos cinco transformacfes com propriedades
geomeétricas importantes: translacfes, homotetias, rotacdes, multiplicacbes e a
inversao.

1. Translagao

E uma transformagdo de C em C, definida por Tz(z) =z+p com g e€C.
Observamos que para cada numero complexo w, existe um unico numero complexo z tal
que w = Tz(z) = z + B. Além disso, escrevendo z = x + iy, = a + ib e Tg(z) = u + iv, pela
igualdade de numeros complexos, temos:

Tgz)=z+peoutiv=(x+a)+i(y+b)u=x+aev=y+b.
2. Homotetia com fator r € R,

E a transformac&o de C em C definida por H,(z) = rz com r € R*. Notamos que
para w € C, existe um Unico z = %w € C tal que w = rz. Com isso, H, € uma bijecao
cuja inversa é a homotetia H:. Sendo | H,(z)| = r|z| e arg(H,(z)) = arg(z), vemos que
a transformacéo H, € uma contracdo de |z| quando 0 < r < 1, uma dilatacdo de |z|
guando r > 1, e sempre mantendo fixo o argumento de z.

3. Rotacgao

Definimos rotacdo de 6 radianos como sendo a transformacao: Ry(z) = e'?z. O
dominio e seu contradominio € C. Para cada w € C, existe um Unico numero complexo
z=e"%w tal que Ry(z) = w, donde garantimos que R, € uma bijecdo em C cuja
inversa é a rotagdo R_y. Como |Ry(2)| =|z| e arg(Re(2)) =0 +arg(z), a
transformacao de z por Ry € uma rotacdo em torno da origem do plano complexo.

4. Multiplicagao por a € C

Seja a € C um numero complexo ndo nulo. A multiplicacdo é definida por

H,(z) = az. Se escrevermos a = re' comr,0 € Re r > 0, entéo
H,(z) = re®®z = rRy(z) = H,(Rg(2)) paratodo z € C
5. Inversao

A transformacéo J(z) = ié chamada de inversdo e o seu dominio & C — {0}, e
seu contradominio é C — {0}. Observamos que:

()_1_ z _Z T = (I
J@) =5 =2=r5=10) = CU@)
em que C(z) =z € a transformacdo de conjugacéo e I(z) = IL € a inversdao em

z|?

relacédo ao circulo unitario.

TRANSFORMACOES DE MOBIUS

Uma transformacéo de Mébius € uma fungéo racional da forma:
f(z) = az+b,a,b,c,d eCead—bc+0.

cz+d
O dominio e contradominio de f(z) é C.

Observamos que as transformacdes elementares apresentadas anteriormente
sao também transformacgdes de Mobius:

= Translagdo: T;(z) =z + p € C, correspondeaa=1,b=f,c=0ed = 1;
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» Multiplicagao: H,(z) = az,a € C— {0}, correspondeaa=a,b=0,c=0ed = 1;
* Inversao: J(z) = ﬁ correspondeaa=0,b=1,c=1ed =0.

Quando compomos transformacdes de Mdbius, ha pontos do plano complexo
que sao problematicos por ndo estarem no dominio ou na imagem de algumas delas.
Para isto, consideramos o plano complexo completado, denotado por C, como a uni&o
do plano complexo € com um ponto no infinito que ndo esta em C e que sera denotado
por co. Assim,

€ = CuU {o0}.

az+

A transformagédo de Mobius f(z) = CZ—b, com ad —bc # 0 e ¢ # 0, serd agora

+d
uma transformacdo em C, pondo f (— %) =owe f(o)= % Dessa maneira, f passa a

ser uma bijecéo de C em C.

No caso em que ¢ = 0, temos que f é daforma f(z) = az + 8, com a # 0, que
€ uma bijecdo de C em C. Portanto, definindo f (o) = o, obtemos também uma bijecao
de Cem C.

Com base na fungao f(z) quando ¢ = 0, temos f = Tz°H,, em que a = % ep =

b .
’r Por outro lado, se ¢ # 0, garantimos que
d-b d
f = Tg°H,°J°T, com a = —acz =B =%ey ==
Os dois fatos anteriores revelam que toda transformacédo de Mdbius é obtida
por composicdo de translacdes, multiplicacdes por nimeros complexos e inversoes.
Por esta razdo, essas transformacdes, sdo também chamadas de transformacdes de

Mobius elementares.

e DETERMINAGAO DAS TRANSFORMAGOES DE MOBIUS

Mostramos que os valores em trés pontos distintos de uma transformacéo de
Mobius a determinam (HEFEZ; VILLELA, 2012).

Definicdo 1: Um elemento z, € C é chamado de ponto fixo da transformagio de
Mobius f se, e somente se f(zy) = z,.

Exemplo: 1 e -1 sdo pontos fixos da inversao J e esses sdo seus Unicos pontos
. . 1 2
fIXOS,pOIS](x)=x(:)](Z)=Z=>;=Z=)z =z&z=1ouz=-1.

Exemplo: o é ponto fixo de f definida por f(z) = az + ,onde a,f E ce a # 0.

Notamos que o sO é ponto fixo das transformac¢des que sdo uma composicao
de uma translagcdo e uma multiplicagdo por um numero complexo a, isto € Tg°H,. Se
az+b
cz+d’
f(o) = % # o0, logo oo ndo é ponto fixo de f. Portanto , se f é a composi¢cédo de uma

translacdo e uma homotetia, entdo f () = .

considerarmos uma transformagdo de Mobius f(z) =

com c¢ # 0, teremos

Proposicéo 1: Uma transformacéo de Mobius distinta da identidade tem um ou dois
pontos fixos em C.

Corolario 1: Uma transformacdo de Mobius com mais de dois pontos fixos é a
identidade.
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Coroléario 2: Duas transformacdes de Mobius que possuem o mesmo valor em trés
pontos distintos de C sdo iguais.

Proposicéo 2: Dados dois pares de ternas de pontos distintos z,, z,, z3 € wy, w,, ws
de C, existe uma Unica transformagéo de Mobius f, tal que f(z;) = wy, f(z,) = w, €
f(z3) = ws.
Demonstracdo: Ja sabemos que ela existe e que € Unica. Provaremos a existéncia da
f, com o auxilio da razdo cruzada de z;, z,, z3, z,, como sendo:
(21, Zy, 23, 24] = (22 — 23)(24 — 21)
(z, — Zl)(ZzLA_ Z3)
Existem transformacdes de Mobius g e h em C tais que g(z,) = [21, 22, Z3, Z4] -
A razdo cruzada é um invariante para as transformacdes, ou seja, vale
[f(21),f(22), f(23), f(24)] = [21, 25, 23,24] para quaisquer quatro pontos distintos
24,25, 23,24 de C.

Concluséo/des

Este trabalho trata dos resultados de um projeto de iniciacdo cientifica iniciado
em agosto de 2018 e finalizado em julho de 2019. Foram definidas as transformacfes
elementares e as transformagdes de Mdobius, discutidas suas propriedades e formas
de determina-las.

Para este estudo, houve a preocupacdao de que pré-requisitos fossem
discutidos antecipadamente de forma detalhada, evitando grandes dificuldades no
desenvolvimento dos resultados, como por exemplo: os conhecimentos relativos a
algebra dos numeros complexos.
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