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Resumo

Circuitos elétricos sdo uma colecdo de componentes elétricas interligadas. Eles sédo
modelados matematicamente, no que tange as diferentes interconexdes entre as
componentes elétricas, por grafos ou 1-complexos. O principal objetivo desse
trabalho é formular parte da teoria de circuitos elétricos usando tais métodos, de
modo a entender a influéncia da topologia do complexo no comportamento fisico do
circuito elétrico correspondente. Para tanto, definimos os espacos vetoriais de O-
cadeias e 1l-cadeias, associados aos vértices e aos ramos de um complexo.
Também definimos os espacos vetoriais duais de 0-cocadeias e 1l-cocadeias. A
seguir, de forma natural, definimos operadores lineares entre tais espacos vetoriais —
os operadores de fronteira e de cofronteira. Um operador fundamental na teoria € o
laplaciano construido a partir dos operadores de fronteira e cofronteira. As Leis de
Kirchhoff da Corrente e da Voltagem sdo, entdo, escritas nessa linguagem, o que
nos permite determinar todas as correntes ou todos os potenciais empregando o
Método de Weyl, para circuitos puramente resistivos, e a inversdo do operador de
Laplace, para circuitos capacitivos.

Introducao

Um circuito elétrico € uma colecdo de componentes elétricas (tais como resistores,
capacitores, indutores e baterias) interligadas. Eles sdo modelados
matematicamente, no que tange as diferentes interconexdes entre as componentes
elétricas, por grafos ou 1-complexos. Aqui trataremos apenas de complexos de
dimensao finita, ou seja, com um numero finito de vértices e de ramos.

Assim, o conjunto de nés e o conjunto de fios de um circuito correspondem,
respectivamente, aos conjuntos de vértices e de ramos de um 1-complexo [1]. Esses
conjuntos geram espacos vetoriais, C, (0-cadeias) e C; (1-cadeias), uma vez que
podemos identificar vértices e ramos como vetores. A seguir, de forma natural,
definimos os seus espacos duais: C° (0-cocadeias) e C! (1-cocadeias).

Desse modo, podemos definir operadores lineares entre tais espacos vetoriais
— 0s operadores de fronteira d e de cofronteira d [2]. O operador de fronteira d €
uma aplicacdo linear de C; em (o, isto é, se K= (K, Kp, )T ec, e L=
(Ly, Lg,..)T € C;, entdo O0K=1L onde a,B,.. e AB,.. representam,
respectivamente, os ramos e 0s vertices do 1-complexo. Ja o operador de
cofronteira é uma aplicacdo linear de €° em ¢! definida por df = f o 9, onde f € C°.

SejaW = (W W¥F,..)T e Ct, entdo denotamos W aplicado em K por:

WIK] = WK, + WPKp + -,
da mesma maneira, se f = (f4,f5,.)TeC’ e g = (ga, g, .. )T€ Cy,
flgl =f494a+ fPgs + -+,
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lembrando que todos esses vetores, apesar da notacdo dizer o contrario, tém
dimensao finita. Também observe que [3]:
df[K] = (f = 9)[K] = fI[K].

Um operador fundamental na teoria € o laplaciano, o qual € construido a partir
desses operadores. As Leis de Kirchhoff da Corrente e da Voltagem séo, entéo,
escritas nessa linguagem, o que nos permite determinar todas as correntes ou todos
0S potenciais do nosso circuito elétrico. Isso pode ser feito pela aplicacdo de
diversos métodos, dentre eles o Método de Weyl, para circuitos puramente
resistivos, e pela inversao do operador de Laplace, para circuitos capacitivos.

Material e Métodos
Na teoria de circuitos elétricos nosso objetivo central € calcular todas as correntes
ou todos os potenciais de um circuito. Para tal usamos duas importantes leis, as Leis
de Kirchhoff:
i. Da Corrente: A soma das correntes que entram e saem de um né deve ser
igual a zero.
i. Da Voltagem: A voltagem em cada fio é dada pela diferenca de potencial
entre os nos inicial e final do fio.

Sejam ®" o potencial elétrico do vértice N, I, a corrente passando no fio ¢, V¢
a diferenca de potencial entre os vértices inicial e final de ¢ e z, a resisténcia do fio ¢.
Podemos notar que a voltagem é dual a corrente, uma vez que a poténcia elétrica é
uma quantidade escalar dada por P, = V¥I,.

Consequentemente, se a distribuicdo de corrente do circuito pode ser dada
pelo vetor I = (I, Ig, ..)T € ¢, a Lei de Kirchhoff das Correntes pode ser reescrita
por:

dal = 0.

Ademais, se a distribuicdo de voltagem do nosso circuito for dada por
V=w*vE .)T € ¢!, e a distribuicito de potencial for dada por
& = (@4, 08,.)T € C° concluimos que a Lei de Kirchhoff das Voltagens pode ser
descrita por:

V=-do.

Resultados e Discusséo
Para circuitos resistivos, seja z, a resisténcia do fio ¢, V¥ —W?¢ atensdo e I, — K, a
corrente através do resistor do fio ¢. Pela lei de Ohm,

VeE—-We =2z (I - K),
logo, se Z for uma matriz diagonal cujas entradas sdo as resisténcias de cada ramo,
matricialmente, temos que:

V-W=Z2Z(I-K),

onde K representa a fonte de corrente e W a fonte de tenséo.

O método de Weyl dispbe do fato que a matriz Z € uma matriz definida
positiva e, portanto, define um produto interno [1] no espago das 1-cadeias, sendo
possivel definir o operador auto-adjunto de projecdo ortogonal , que é usado para
determinar as correntes e as voltagens do circuito através das expressoes:

I=n(K-Z"w),
e
V=Z(r-1)(K-Z"w).

Esse operador m pode ser encontrado pelo método de Kirchhoff, que utiliza as
arvores maximais do complexo, ou pelo processo de ortogonalizacdo de Gram-
Schmidt.
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Para circuitos capacitivos, seja Q. a carga atravessando o0 ramo € e ¢, a
capacitancia do ramo ¢. Entéo, pela definicdo de capacitancia,
VE—WE = _‘9’
Ce
se Q = (Q, Q,;,...)T € C; e C € uma matriz diagonal cujas as entradas sdo as
capacitancias, constatamos que:
V-w=C10Q.

Assumindo que todos 0s capacitores do Nnosso circuito possuem cargas
iniciais, hd uma densidade de carga inicial py no vértice N. Entdo temos o vetor
p = (papp, )T € Cy. Tendo em vista que, por convencéo de sinal, a placa negativa
do capacitor est4 conectada ao vértice final do ramo correspondente, temos que:

aQ = =P
essa equacao é conhecida como Lei de Gauss.

Caso consideremos que nossos circuitos capacitivos tém cargas iniciais, mas
nao possuem fonte de tensdo, notamos que:

Q=CV,
aplicando o operador de fronteira em ambos os membros,
0Q = acv,
segundo a Lei de Kirchhoff da Voltagem e a Lei de Gauss:
—p = —0Cdo,
fazendo A= —0(d,
A® = —p,

e essa equacao é chamada de Equacéo de Poisson.

O operador A= —dCd é conhecido como operador de Laplace, pois na teoria
de Hodge Laplacians esse operador equivale ao primeiro laplaciano de Hodge [4].
Notamos que ® = —A~1p, logo, podemos calcular os potenciais conhecendo apenas
a densidade de carga, a capacitancia e as caracteristicas topoldgicas do circuito.

Concluséo/des

Com tudo isso percebemos que circuitos elétricos sdo entes fisicos que tornam o
estudo de aspectos topologicos e algébricos de 1-complexos mais intuitivo. Ademais
verificamos que as Leis de Kirchhoff podem ser descritas através de quantidades
que descrevem a topologia de grafos com ramos orientados. E por fim, foi possivel
constatar que podemos encontrar as correntes e 0s potenciais de um circuito com o
Método de Weyl ou com a inversdo do operador de Laplace.
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