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.Resumo

No presente trabalho, abordamos o conjunto de Cantor. Inicialmente construimos seu
conjunto com base nas retiradas sucessivas de tercos médios do intervalo [0,1].
Estabelecidas algumas propriedades relativas a base ternaria, estabelecemos uma
caracterizacdo dos elementos do conjunto de Cantor através dessa base. Estudadas
algumas propriedades topoldgicas desse conjunto, dentre elas o fato de ser compacto,
nao enumeravel e possuir interior vazio, finalizamos com a obtencdo da funcéo
ternaria de Cantor que é definida a partir desse conjunto.

Introducéo

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor nasceu em 3 de marco de 1845 em Sao
Petesburgo, Russia. Em 1856, a familia mudou-se para Frankfurt, na Alemanha, por
motivo da doenca que o pai contraira. A familia Cantor possuia notavel talento
musical, e com George Cantor néo foi diferente. Desde a sua infancia mostrou grande
aptidao para a masica. Porém, a matematica lhe chamou mais a atenc¢éo, tanto que,
aos 15 anos, decidiu estudar essa ciéncia com 0 apoio de seu pai. Em 1862, Cantor
comecou seus estudos no Instituto Politécnico de Zurique, mas logo transferiu-se para
a Universidade de Berlim, de maior prestigio. L4, teve a oportunidade de aprender
com grandes matematicos, como Karl Weierstrass, Ernst Eduard Kummer e Leopold
Kronecker.

Cantor faleceu em 06/01/1918 em Halle. Durante parte de sua vida, Georg dedicou-
se no estudo de conjuntos e particularmente criou o conjunto de Cantor. Esse conjunto
€ obtido a partir da remocao dos tercos médios abertos do intervalo [0,1]. Com base
nesta construcao é possivel estabelecer algumas propriedades deste conjunto, e as
mesmas tém relacdo com a base ternaria, tanto que seus elementos sao
caracterizados a partir dela. Além disso, € possivel é obter algumas propriedades
topoldgicas desse intrigante conjunto, como o fato de ser compacto, ndo enumeravel
e possuir interior vazio. O presente estudo encerra-se com caracterizagcao da funcao
ternaria de Cantor, que além de monétona é continua em seu dominio.

Material e Métodos

Utilizou-se livros de analise real e artigos relacionados com o conjunto de Cantor.
Foram realizados seminarios semanais, onde 0s conteddos eram apresentados e
discutidos sob orientacdo do prof® Marcos Teixeira Alves (DEMAT — UEPG).

Resultados e Discussao
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1. Construcao do conjunto de Cantor
O conjunto de Cantor esta definido no intervalo I = [0,1], e é construido da

. . . . . . 1 2 .
seguinte forma: primeiramente trisseccionamos 0 intervalo I nos pontos 3 eg. Feito

. L JORT . 1 2
isso, eliminamos o terco médio aberto que corresponde ao intervalo (;, 5). Denotamos
por C,0 conjunto de pontos que restaram, ou seja,
1 1 2
¢ =03 ul5.3.
3 3°3
. . . . 1 2.7 8
Agora trisseccionamos esses dois intervalos nos pontos s5€55¢€7%
respectivamente, e tiramos os tercos meédios abertos desses intervalos, obtendo o
conjunto C,.
1 21 27 8
¢: = |o5]v 53 v 55 v 1)
. L9 193 3°9 J .
Realizado o processor infinitas vezes, encontraremos o0 conjunto de Cantor,

como o conjunto de pontos que restaram apOs essas retiradas, ou seja, o definimos
como:

Definicdo 1.1: O conjunto de Cantor C € a intersecdo dos conjuntos C,, onde C; é
obtido retirando-se o terco médio aberto do intervalo I = [0,1], e paran>1, C, €
obtido a partir da retirada dos tercos médios abertos nos intervalos restantes em C,,_;.

Ou seja,
C = ﬂ Ci
i=1
2. Caracterizagao via base ternaria

Definigcdo 2.1: Seja x um numero pertencente ao intervalo [0,1]. Este nUmero tem
representacdo na base ternéaria: x = (0,a;a, ...a,_...)3 €m que

a, 4az; 4as an
e os digitos a,, podem ser apenas os algarismos: 0, 1 ou 2.
1 .1 0 1 0 0 z
Obs?rvamos que ¢ = (0,01)13, pois =+ o+ttt Além dessa
expansao, 5 pode ser escrito como 5= (0,002222 ...)3, onde o digito 1 foi substituido,
pois 1 = (0,22222 ...)5. Dessa forma, temos o

Teorema 2.2: Os elementos do conjunto de Cantor possuem expansao ternaria
usando apenas os digitos 0 ou 2, isto é,

C={xe[01];x =32, 2 parai, =0oui, = 2}.
3. Propriedades topoldgicas

Propriedade 4.1: O conjunto de Cantor € ndo vazio.

Propriedade 4.2: O conjunto de Cantor é n&o fechado.
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Propriedade 4.3: O conjunto dos pontos extremos dos intervalos retirados do
conjunto de Cantor € enumerével.

Propriedade 4.4: O Conjunto de Cantor ndo contém intervalos, ou seja, int(C) = @.
Demonstragdo: Suponhamos por absurdo que int(C) # @, e sejax € int(C). Entéo,
existe €> 0 tal que (x — & x + €) c C, por definicAo de ponto interior de um
conjunto.

Segue que (x — & x + ) cNy=,Cy, OU SEJA, (x — & x + ) € C,, Vn € N. Haja
visto que C, € a unido de 2" intervalos de comprimento 3% ointervalo (x — & x + ¢)
devera estar contido em um dos subintervalos de C,,. Como 3111 - 0, existe n; € N tal

que 3% < &. Ointervalo (x — & x + ¢) tem comprimento 2& > € > 3%1 Desta forma,

néo esta contido em nenhum dos subintervalos de C,,. Logo, (x — & x + €) ndo esta
contido em C,,, 0 que contradiz a afirmagdo acima. Portanto, int(C) = @.

Ainda foram demonstradas as seguintes propriedades:

Propriedade 4.5: O conjunto E dos extremos dos intervalos omitidos para formar o
Conjunto de Cantor é denso em C.

Propriedade 4.6: Todo x € C € ponto de acumulagéo.
Propriedade 4.7: C € nao enumeravel.
Propriedade 4.8: C € compacto.
Propriedade 4.9: O Conjunto C¢ € denso em [0,1].
4. Funcdao ternaria de Cantor

Seja f:[0,1] - R. Definiremos primeiramente que: f(0) = 0, f(1) = 1 e f restrita aos
tercos médios € constante e da seguinte forma:
1 1 3 1 3
12\(X) =—, X)=-, 7 X)=-, 1 2\(X) =, 7 X)=-, 1920\ (X) =
fl(?;)( ) =3 fI( )( ) =1 fl(&g)( ) =7 fl(ﬁﬁ)( ) =3 fl(ﬁ%)( ) =3 fl(i%)( )
5, fli2s 26\ (x) = 7 e assim sucessivamente.
o ez =5

Abaixo apresentamos o grafico dessa funcao:

12
9’9

Figura 1: Grafico da funcéo ternéaria de Cantor

R 2 7
s 3 3 R
Fonte: Google Imagens
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Afirmacgédo: A imagem da fungéo f restrita ao conjunto C¢ (conjunto complementar do
conjunto de Cantor) € um conjunto denso em [0,1].

Ja definimos a funcéo para os tercos médios abertos. Agora definiremos para
os elementos do conjunto de Cantor.
Para isso, seja a € € —{0,1}. Definimos: f(a) = lim f/|cc(x).
X€eCe¢
Esta definicdo ocorre pelo fato da densidade de Im(f|.c) em C.

E possivel demonstrar que a fungéo f € continua, ou seja,
lim, flee() = lim flee(x) = flee(x)

Com todas essas informacdes, podemos definir a funcéo ternaria de Cantor
como a funcéo F:[0,1] — [0,1] que segue as seguintes condic¢des:

. FO)=0
. F(1)=1
. F|(§§)(x) = %, F|(%%)(x) = %, F|(g'g)(x) = %,
IV. SeaeC-{01}=F(a)= lim Flce(x)
x€Ce

Concluséo/des

Para este estudo, houve a preocupacdo de que pré-requisitos fossem
discutidos antecipadamente de forma esclarecedora, evitando grandes dificuldades
no desenvolvimento dos resultados, como por exemplo: conhecimentos relativos as
séries numeéricas, a caracterizacdo e conversao de bases numéricas e algumas
propriedades topolégicas dos nameros reais.

Foi possivel observar o quao intrigante € o conjunto de Cantor, desde a maneira
como é construido, passando por suas interessantes propriedades, a relacdo de seus
elementos com a base ternaria e a obtencao da fungéo ternaria de Cantor. Finalmente,
almeja-se, como estudos futuros, estabelecer e caracterizar conjuntos generalizados
de Cantor.
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