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Resumo

Esse projeto teve como objetivo o estudo do modelo de Jaynes-Cummings, o qual
descreve a interacdo de um atomo de dois niveis com uma cavidade Otica.
Inicialmente estudamos a obtencdo do Hamiltoniano do sistema de Jaynes-
Cummings e, através da diagonalizag&o desse Hamiltoniano, foram determinados os
seus autovalores e autovetores de energia. A evolucéo temporal do sistema foi obtida
através da solucao de equacado de Schrodinger dependente do tempo e verificamos o
efeito de colapso e renascimento de probabilidades quando utilizamos os modos do
campo preparados como um estado coerente.

Introducéao

O modelo de Jaynes-Cummings (JC) [1] € constituido por um atomo de dois niveis (ou
estados) de energia, o estado excitado (“excited”) |e) e o estado fundamental
(“‘ground”) |g) acoplados a uma cavidade com paredes finas o suficiente para
descartarmos a interacao gravitacional entre os dois elementos, e irradiada por um
campo eletromagnético com estados de energia dados por |n), onde n, é o nimero
de fotons na cavidade. Ao iniciarmos a interacdo, n0s teremos que 0 atomo sofrera
transicdes quanticas entre o estado fundamental e o excitado emitindo e absorvendo
fétons do campo, alternando entre os estados de energia através das oscilacdes de
Rabi. O sistema de JC esta representado esquematicamente na Figura 1.

Figura 1- Esquema do modelo de JC. w, esta associado a energia do campo e w,
com a diferenca de energia do atomo.

We

Fonte: MAX, Prince. Jaynes-Cummings model. Disponivel em:
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Jaynes-Cummings_model.png. Acessado em:01/10/2019.

Agora, para conseguirmosresolver o problema analiticamente, precisamos que atomo
e 0 campo estejam em ressonancia, isto € que a diferenca de energia dos estados do
atomo A = hw,, (h = h/2m, onde h é constante de Planck) seja igual a energiade um
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féton do campo hw.. Essa condicdo faz com que a seguinte inequacado seja
verdadeira:

w, +w, » |w,—w,| =0,
a qual causa a anulacado dos termos contra girantes no hamiltoniano de interacéo,
fazendo com que o sistema seja conservativo. A desigualdade acima é conhecida
como "aproximacéo de onda girante" [1].

Material e Métodos

Este trabalho baseia-se em estudos tedricos em Otica Quéantica e Algebra Linear.
Logo como materiais, fizemos uso basicamente de livros sobre Algebra Linear [2],
Otica Quantica [1] e Célculo Diferencial e Integral [3]. Depois passou-se ao uso do
software Mathematica para a confeccao de graficos.

Resultados e Discusséo
O Hamiltoniano é um operador linear que define a energia de um sistema. Para
definirmos o Hamiltoniano do modelo de JC, podemos dividi-lo em 3 partes [1]: o
Hamiltoniano do &tomo, o do campo e o de interagdo. O operador do atomo H, é
relacionado com a diferenca de energia entre seus dois niveis, enquanto que 0
hamiltoniano do campo H, é constituido pela energia de cada foton na cavidade e a
soma desses dois operadores serd chamado de Hamiltoniano livre H,. Ja o
Hamiltonianode interacdo H; é definido pela dindmica do sistema. Com o 4tomo no
seu menor estado de energia |g), ele absorvera um foton da cavidade, elevando seu
estado para |e), e depois emitira um féton, retornando ao seu estado inicial. Com os
trés operadores definidos, podemos escrever o hamiltoniano total A, como:
A, =228 +6,+1) + hQ(6,a+ 6_a"),
onde a primeira parte do A, € o Hamiltoniano livre , e a segunda é o Hamiltoniano
de interagdo H;. Os operadores & s&o, respectivamente, os operadores de spin (6,),
de levantamento (5,) e de abaixamento (¢.), N é o operador nimero e 0s
operadores @ e d* sdo, respectivamente, os operadores de criacdo e destruicdo. O
valor Q é a constante de acoplamento entre 0 atomo e o campo [4]
O espaco de Hilbert do atomo H, € composto por dois vetores ortonormais:
H, = {le),19)},
enquanto o campo tem n vetores ortonormais em sua base:
H, = {{n)}, n=012,..
Quando fazemos o acoplamento do atomo com o campo, devemos levar em conta o
espaco composto, o qual é definido pelo produto tensorial entre eles:
H,=H, Q H, ={|e,n),|g,n)}, n=20,12,...
Por mais que eles sejam autoestados do H, (4&tomo mais campo), eles n&o séo
degenerados, pois suas autoenergias sao diferentes. Devido a ressonancia no
sistema, sabemos que os estados dos espago H, e H,. devem divergir em apenas um
guantumde energia, isto é, se 0 atomo esta no estado de maior energia |e) 0 campo
deve estar em |n), e quando o atomo desce para |g), 0 campo deve subirpara |n + 1).
O H, devera entéo ser definido por:
H,=H,Q®H, = {le,n),|g,n+ 1)}, n= 01,2,..
Os estados |e,n)=e)@|n+1) e |gn+1)=|g)® |n+1) sdo chamados de
“estados produto”, e eles sdo autoestados do H,. Quando ndo conseguimos escrever
um estado como um produto tensorial entre os estados dos subsistemas, mas apenas
com a superposicao desses estados produto, dizemos que ele é emaranhado. Assim,
o estado geral para o modelo de JC é escrito como
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|1,bi) = ale,n) + Blg,n + 1),

Onde a e B sdo amplitudes complexas e satisfazem |a|? + |f]*> = 1. Devido ao
emaranhamento, quando nés medimos uma parte do sistema, automaticamente
temos a outra. Neste caso, quando determinamos qual o nivel de energia do &tomo
também encontramos o numero de fétons na cavidade.

Esses estados emaranhados sdo autoestados do H;. Como a combinagéo linear dos
autoestados de um Hamiltonianotambém € um autoestado desse operador, podemos
deduzirque:

_ |7, 1] - 0, R
eja queo H, e escrito como umasoma dos H,,, e H;, deduzimos que:
[ﬁtfﬁi] = 0.

Devido a isso, os estados emaranhados também s&o autoestados do ,.
Para determinarmos a evolucdo temporal do sistema de JC, utilizamos a
equacao de Schrodinger dependente do tempo:

dly®) -
T— HIy (6)).

Como os operadores H; e H, comutam, n6s podemos optar pela representagdo de
interagéo, a qual tem uma resolugéo mais simples:

dly@®), -
h 4 H;[¥(0),,

onde |y (t)), representa o estado quantico na representacéo de interagdo. Definindo
o0 estado inicial como [(0)), = |e,n), nGs encontramos que a evolucao temporal sera
dada por:

[P (t)), = cos(QWn+ 1t)|e,n) + isin(QVn+11¢t)|g,n+ 1).

Na mecénica quantica, diferentemente da classica, calculamos a probabilidade
de certo evento acontecer. Para determinarmos qual a probabilidade de encontrarmos
0 atomo no estado de menor e maior energia, devemos calcular as seguintes
probabilidades [4], respectivamente:

P, (t) = [{elyp(D)),|*> = cos*(QvVn + 1t),

P,(t) = glp(®),* = sen?(Qvn + 1t).
Dessas duas equacdes, ndés vemos que a probabilidade de encontrarmos o sistema
em certos estados e variavel no tempo. Nés também podemos calcular o valor
esperado do A,, o qual é dado por

(H) = (yO|A|p®),,
e fazendo os célculos necessarios, obtemos
(H)=A(n+1)

E possivel ver que a quantidade de energia no sistema é constante ao decorrer do
tempo. Isto j& era esperado, devido a natureza conservativa do sistema.

Para demonstrarmos o fendmeno de colapsos e renascimentos de
probabilidades, devemos preparar nosso estado inicial como um estado coerente [4]:

VO =lea =) e -5 r f(|w+>+|¢_>)

Aplicando esse estado na equacao de Schrodinger e escolhendo arepresentacao de
interacdo, encontramos que a evolugdo temporal desse sistema serd dada por:
[o0]

[Y(t)), = |a|2 \C;i cos(Wn+ 1t)|e,n) +isin(QVn+1¢)|g,n+ 1)].

n=0
Portanto, a probabilidade de encontrarmos o sistema no estado excitado |e) sera:
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P(t) = Z e~ \n —cos (QVn + 1¢),
n=0 '

onde (n) = |a|* é o nimero médio de fétons na cavidade. O gréafico de P,(t) esta
mostrado na Figura 2.

Figura 2 — Gréfico da probabilidade P,(t) como a funcéo do tempo para (n) = 25 e
Q = 2.6. Notamos o desaparecimento das oscilacGes para tempos curtos seguido por

um renascimento das oscilacfes para tempos longos.
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Fonte: O autor.

Concluséao

O estudo sobre o modelo de JC proporcionou um estudo geral sobre a mecanica
guantica. Na parte matematica, estudamos éalgebra linear para resolvermos o0s
hamiltonianos e depois célculo para determinar a evolucao temporal do sistema.
Vimos ainda séries para determinar os coeficientes dos estados numestado coerente,
e também utilizamos técnicas computacionais para a geracao de graficos. A sessao
sobre observaveis foi a mais interessante no sentido fisico, pois nela demonstramos
que o fato da ressonancia realmente produz um sistema conservativo, e também
vimos a natureza probabilistica da mecénica quantica, onde encontramos funcdes
dependentes do tempo que nos davam as chances de certo evento acontecer.
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