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Weierstrass e a Aproximacao de fungdes continuas
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Resumo

Os polinémios séo funcdes bastante simples e formam uma classe bem comportada
dentre as fungdes continuas. Entretanto, o conjunto das fungdes continuas definidas
num intervalo ndo é constituido apenas por polindbmios. Este projeto teve como
objetivo demonstrar o teorema da aproximacdo de Weierstrass, que garante que
toda funcdo continua f:[a,b] = R pode ser aproximada uniformemente por uma
sequéncia de polindmios. Foram estudadas trés diferentes demonstracdes desse
teorema, uma utilizando os polindbmios de Bernstein, outra usando funcdes
poligonais e a Ultima via convolucfes (ou média ponderada).

Introducéo

O teorema da Aproximacdo de Weierstrass foi demonstrado inicialmente por Karl
Weierstrass, em 1885, e ao longo do tempo foram surgindo vérias outras
demonstracdes para esse teorema, usando métodos diferentes.

A prova feita por Henri Lebesgue em 1897 é uma das mais citadas na literatura, ela
se baseia em que toda funcdo continua em um intervalo compacto pode ser
uniformemente aproximada por poligonais, e estas poligonais sao limite uniforme de
polinébmios.

A demonstracdo do teorema da aproximacao de Weierstrass feita por E. Landau
utiliza a técnica de regularizar uma funcdo tomando a média ponderada dos valores
que ela assume na vizinhanga dos pontos de seu dominio, essa média ponderada é
0 que chamamos de convolucao de uma funcdo com um nucleo conveniente.

Outra prova que também foi estudada é a que utiliza os chamados polinémios de
Bernstein.

Material e Métodos
Os materiais utilizados foram livros, artigos e dissertacdes. Os métodos e técnicas
usados foram basicamente os da Anélise Real.

Resultados e Discussao

Teorema da Aproximacdo de Weierstrass: Toda fungédo f € Cl[a,b] pode ser
aproximada uniformemente por polindmios de P[a,b]. Em outras palavras, dados
uma funcéo f continua em [a,b] e € > 0, existe uma sequéncia de polinbmios p,, tal
que:

n>ng = |f(x) —p(x)| <& Vx €[a,b].
Roteiro para prova segundo Lebesgue:
Toda funcdo continua num compacto pode ser uniformemente aproximada por
poligonais;
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Toda funcao poligonal € combinacéo linear de fungdes do tipo |x — a|; a funcao valor
absoluto é limite uniforme de polinbmios. Seguimos entdo com as seguintes
afirmacdes (que ndo provaremos no momento);

Lema 1: Em qualquer intervalo compacto [a,b], a funcdo f(x) = |x| pode ser
uniformemente aproximada por polinbmios.

A funcao f(x) = |x| é chamada fun¢éo poligonal ndo linear. Dali,

Lema 2: Toda funcéo poligonal f:[a,b] = R pode ser uniformemente aproximada
por polinémios.

O teorema se completa com o seguinte lema,

Lema 3: Toda funcdo continua f:[a,b] = R pode ser uniformemente aproximada
por fungdes poligonais.

Roteiro Para a demonstragéo segundo Landau:

Seja ¢ real continua e positiva que se anula fora do intervalo [—§,§]. Dada uma
funcdo continua f:R — R, a convolucdo de f com ¢, definida para todo x € R pela
expresséo

(f * @) = [*7 fx + Do de = 7 fx + Dot
A prova segue dos seguintes lemas:
Lema 4:se 0 < § < 1 entdo lim,,_,,,@(x) = 0 uniformemente para |x| = §.
Lema 5: Seja f:[0,1] = R continua, com f(0) = f(1) = 0. Considere f definida (e
continua) em toda reta real pondo f(x) = 0 se x ¢ [0, 1]. Para todo x € [0, 1] e todo
n € N, escreva

pa(0) = [1 fx+ Do®dt = [77 f(x + Dp(D)dt.
Entéo p,:[0,1] —» R, assim definida, é (a restricdo de) um polinémio.
Lema 6: Nas condi¢bes do lema anterior, tem-se lim,,_.p, = f uniformemente no
intervalo [0, 1].
Os lemas anteriores mostram que toda fung¢éo continua f:[0,1] - R tal que f(0) =
f(1) = 0 é limite uniforme de uma sequéncia de polindémios.

A demonstragdo com polinémios de Bernstein:
Definicdo: Seja f € C[0, 1]. Entdo para cada natural n > 1 o polindmio de Bernstein
de ordem n associado a f é dado por

B0 = Thoof () (}) w1 - 0n
onde x € [0, 1].

Necessitamos de duas funcdes especificas, que obedecem ao seguinte lema:
Lema 7: Sejam fi, f>:[0,1] = R as fungbes dadas por f;(x) = x e f,(x) = x2. Entdo,
para todo natural n > 1, tem-se:

(n-Dx* | x

Bpnr(x)=x € Bpg(x)= —t-

Consideremos a fungéo f € C[0, 1]. Provaremos que a sequéncia (Bn,f) € P[0,1] dos

polinémios de Bernstein associada a f, converge uniformemente para f. Asimm
n>ny= |f(x) —Bp;(x)| <€ Vxe[01] (1)

Assim, seja € > 0. Como o intervalo [0,1] € um subconjunto compacto R e fé

continua entdo valem as seguintes afirmacdes:

I. f é uniformemente continua, ou seja, para € > 0 dado acima, existe § > 0 tal
que

vk e [0,1]; |x -3 <6 = [fG0) - FG| <=

n
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Il.  f([0,1]) € um conjunto compacto, portanto, a funcdo f é limitada, ou seja,
existe M > 0 tal que |f(x)| <M Vx €[0,1]. Sendo assim, escolhemos n, € N
que satisfaz ny, > 8%.
Vamos mostrar que esse valor de n, satisfaz a condi¢éo (1). Fazendo y =1 —x no
desenvolvimento do binémio (x + y)™, obtemos
n

Z (Z) xk(1—x)"k =1.

k=0
Assim, tomando n € N tal que n > n, e utilizando a igualdade acima, segue que

B () = £G0)] = ‘kz () -0m) (£ () - f(x))”-

Por outro lado, para cada x € [0, 1], define-se 0s seguintes conjuntos:
I(x)={kEN; 1<k<ne |x—§|<6} e](x)={keN; 1<k<ne |x—§|26}.

Dai, .
kZ () —om) (f () —f(x)>”
<y |(Z)xk<1—x>"-k||f() Feo|+ Z (%) k(1—x)"-k||f(§)—f(x)|

|Bnp(x) — f(0)] =

kel(x) N keJ(x)
<UD s)
k=0 n keJ(x)
= §+ 2M Z () x<(1 = 2"
kel (x)

onde as desigualdades acima seguem da desigualdade triangular e das condicbes
em (1) e (Il).
Analisemos agora a ultima igualdade. Observemos que

(=0 —")

ke](x)=>|x——|>6

Portanto,
Z ( ) k(l )" k< z ( __) x)n—k
keI (x) KeT(x)
XRET Wkéémwuﬁﬂ%mxw)
k=0 k=0
= 612 <x2 ;) (k) xk(1—x)"k - 2x kz:;) (Z) %xk(l —x)"k + IZ; (Z) k—zxk(l — x)”‘k>
Assim
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— 2
Z (Z) (1 -0 < %(’CZ — 2x2 +%+%>

kej(x)

)
(x x)S 1,
no2 4néd?

=W(nx2—2nx2+nx2—x2+x) =

| =

pois x — x? < =, para todo x € [0, 1].

4 )

Das informac¢des acima, temos que, para todo x € [0,1], se n > n,, implica que

n
€ ny . € 2M
keJ(x)
- € N MES? .
2 2Ms2

e o teorema fica provado para todo x € [0, 1].

Usando uma funcgéo auxiliar pode-se mostrar a validade do teorema em um intervalo
[a, b] genérico.

Concluséo/des

Com o projeto obteve-se grandes conquistas, como aumento do conhecimento
matematico, melhora na exposicdo de ideias e desempenho no curso. Em relagéo
ao tema da pesquisa, percebemos o quao importante € o Teorema da Aproximacgao
de Weierstrass, pois este historicamente foi provado de diversas formas, por varios
matematicos importantes, o qual teve generalizacfes e varias aplicacdes.
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