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Resumo

Neste projeto, analisaremos os efeitos de superficie sobre processos difusivos.
Particularmente, analisaremos casos de superficies limitantes que apresentam o
fenbmeno de sorcdo-dessorcdo, cuja difusdo € governada por uma equacdo de
difusdo com o coeficiente de difusdo dependente da posicdo. As solucbes seréo
obtidas usando a técnica de funcédo de Green.

Introducao
A difusdo pode ser considerada como um processo pelo qual a matéria é
transportada de uma parte de sistema para outra como resultado de movimentos
moleculares aleatorios (CRANK, 1975). Este fenbmeno é descrito geralmente por
equacdes diferenciais parciais do tipo:

1)

%p(?,t) = DV?p(F,1).

onde p(r,t) é a densidade do material considerado, r=(x,y,z) se refere as

coordenadas de posicdo , U é a variavel temporal e o coeficiente de difusdo D, aqui
considerada como uma constante e associado as caracteristicas do meio. Dentro
deste contexto, o movimento Browniano, embora complexo, pode ser considerado
um processo de difusdo simples e descrito pela equacgéo (1) cuja sua solucdo é uma

Gaussiana e a variancia cresce linearmente com o tempo, ou seja, <(Ax)2>~t :

caracterizando assim a difusdo usual (LIU, MEERSCHAERT, 2010). Processos com
comportamento difusivo diferente deste sdo denominados andémalos e tém um
crescimento ndo linear da variancia no decorrer do tempo. Geralmente é

caracterizado pela variancia <(Ax)2>~t“, onde o0 expoente o determina o

comportamento do sistema (PEDRON, MENDEZ, 2005). No caso em que a=1
temos a difusdo usual, « >1 corresponde a um processo superdifusivo e a <1 a um
processo subdifusivo. Sistemas com estas caracteristicas tém sido investigados
com generalizagbes da equacado de difusédo por meio de dependéncias espaciais ou
temporais no coeficiente de difuséo, presenca de termos néo lineares ou operadores
de ordem fracionaria (VIEIRA,2015), isto €, ndo inteiras, para varias situacoes.

Neste projeto sdo abordados problemas considerando sistemas governados por
equacdes de difusdo com dependéncia espacial no coeficiente de difusédo e sujeitas
a condicOes integro-diferenciais que estdo associadas a efeitos de superficie.
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Materiais e Métodos

Foram utilizados métodos tedricos para a resolucéo de equacdes de difusdo e suas
extensfes. Tais métodos compreendem as transformadas integrais de Laplace e de
Bessel, o procedimento de separacao de variaveis e a técnica de funcdes de Green,
onde sado consideradas suas condic¢des iniciais e de contorno para a resolugédo do
problema. Em ambos 0s casos consideramos que estes problemas estdo sujeitos a
efeitos de superficie que sao descritos por condi¢des integro-diferenciais.

Resultados e Discusséo
Considerando um sistema descrito pela equacao de difusdo com o coeficiente de

difus&o dado por K(x,t)=D(t)}x| ’, temos:
0

0 0
ap(l’,t) = &(K(X,t)&p(X,t)) .

(2)

O coeficiente de difusdo dessa equacédo depende de uma funcéo arbitraria do tempo
e em forma de lei de poténcia do espaco, com -1<p. Para a resolucdo dessa

equacao consideraremos a condic¢éo inicial p(x,0) = ¢(x) e as condi¢bes de contorno:

[K(x,t)% p(x,t)j :%qno(t) e (K(x,t)% p(X,t)J =0. 3)

x=0
Tais condi¢cdes implicam na conservagdo da massa, onde ®@,(t) esta relacionado

com os efeitos de superficie. Particularmente consideramos processos de sor¢ao-
dessorcdo modelados pela seguinte equacéo:
(4)

X=00

D, (t) = D(t) +jzc(t —t") p(0,t")dt’

onde o kernel x(t) esta conectado com a interacdo superficie — volume, isto é, o
processo cinético que ocorre e esta relacionado com a adsor¢édo e dessorcéo, e 0
termo @(t) esta relacionado com a condi¢&o inicial considerada para o termo @, (t) .

Dependendo da escolha do kernel obtemos uma equacédo cinética para o sistema,
por exemplo, utilizando a funcdo de Mittag-Leffler de dois paramentos como
mostrado abaixo, obtemos uma equacéo cinética fracionaria:

7 'V (5)
<) :K(l) : _H o 7o) = k0 -
r 7y r dt
com o operador fracionario de ordem y definido por:
r t 1 e 6
e ©)
dt Fd-y)y t-t)

sendo @' =dd(t)/dt e com a condicdo 0<y <1.

Para obter a solucdo dependente do tempo para equacado (2), vamos considerar o
coeficiente de difusdo dependendo somente da posicdo. Isto implica em D(t)=D

com D constante. Também consideraremos a equacdo (4) em conjunto com as
condi¢cbes de contorno, como um processo de adsorgao-dessor¢cao na superficie na
posicdo em x=0. Dentro deste contexto, consideraremos as autofuncbes que
emergem do problema de Sturm-Liouville e que estéo relacionadas com a seguinte
equacao diferencial e suas condi¢cdes de contorno:
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0 (7)

—ni _ _k? —nﬁ _ —772 _
—(X 8XW(X’k)j_ Ky (x,k), [X axp(x,t))X_O—O e[x aXp(x,t)j =0.

X=00
. ~ L) 2k L L
Utilizando a autofungdo encontrada y(x,k)=x2" J_ | —x? , podemos definir:
+3

P =[x B0k € pk D=2 [yexkppens O

Para encontrar p(k,t) utilizando (8) e (2) e também considerando as condicdes de
contorno (3) obtemos:

o )
o _ 2 1 k Y2~ d
ap(k,t):—k Dp(k,t)—F 1 (2+77j ad) o (t)dt’
2+n

E consequentemente:
(10)

1 o\ 2+7 dt
2+7m
Utilizando o resultado acima e a equacdo que relaciona p(k,t) e p(x,t) podemos
mostrar que:

1
,B(k,t)zgﬁ(k)e—kzot_ 1 It[ k )Me—kzm_t')icpo(tr)dt’
{25)

px0)= [ p(x 0B 0K <[} p(O6(x &0 [ L aoI6xot-tar T
onde a funcao de Green obtida € dada por:
con (e (12)
G 2 L) (2+77)2Dt|
(0 = G o () | e nPor
onde: G(x,0,t) = (2"'77)6(2+’7)2Dl (13)

! 1
2 Dt ———
[2+7) 7 (2+UJ

Com as equacdes (4) e (11) podemos obter a equacdo que descreve o processo de
adsorcdo-dessorcdo na superficie. Particularmente, considerando K(t)I(K/Z_')e_t/?
obtemos para este caso:

dicbo(t) L 0,600t - ) =X [ p()G(0.£,0d5 + AD) ~ = D, (1),

t T 2o dt T 0 T

sendo A =®'(t) + D(t)/r.
Este resultado é uma equacéo integro-diferencial com dois termos onde o primeiro
descreve uma relaxagdo exponencial e o segundo pode ser relacionado com uma

derivada fracionaria do tempo (derivada fracionaria de Caputo) e descreve uma
relaxacao do tipo lei de poténcia. A equacéo (14) pode, entéo, ser reescrita como:

(14)

ic1>0(t)+éf*7icpo(t)=§j"°c;(o,g,t)gp(g)olgm(t)—1<1>0(t) onde: ;__ 1,
dt T dt” T 9 T (2+1) (15)
1
Py(1) = ) et F[l_“”}(
: r(l—_) oy T oy AT

2+ 1) Dr]zw(gm
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O processo descrito pela equacdo (15) apresenta dois tipos de regimes sendo um
descrito pelo operador diferencial usual e outro pelo fracionario. A solugdo para a

equacio (15) considerando ®'(0)=0 e ®(0) =0 é dada por:

@, = [ L[ [ pE60.£t-1)+ A1) 16
K N\ " e v’
onde I,(t)= ~ Asen(77 )L " +AK2vﬁdV :

Adistribuicdo p(x,t) obtida para este caso pode ser escrita como:
o(x,t) = .[qu)(.f)G(x,f,t)der j:(p(g)dg J:G(X,O,t—t')G(x,g,t’)dt'— J:G(X,O,t—t')tbo(t')dt’ (17)

- [t p@de[ G(X,0,t —t")G(x, & t")dt".

Concluséo

Equacbes de difusdo séo equacdes diferenciais parciais que tem grande
aplicabilidade na fisica, pois nos permitem a abordagem de varias situacées em
diferentes campos da ciéncia. Tais equacdes podem ser utilizadas para estudar
processos associados a difusdo normal ou usual e para 0s casos que envolvem
difusdo anomala. Para os casos de difusdo andbmala as equacdes de difusdo
normalmente empregam extensées como, por exemplo, dependéncia espacial no
coeficiente de difusdo, termos néo lineares, operadores de ordem néo inteira, dentre
outros, para assim descrever este sistema. Particularmente, aqui também
observamos por meio dos célculos que as condi¢cdes de contorno sdo capazes de
modificar o processo difusdo que ocorre em um meio, € consequentemente
modificam o0s processos que ocorrem sobre a superficie, como por exemplo,
introduzindo operadores de ordem néo inteira (fracionarios) ao processo cinético de
interacdo entre a superficie e as particulas presente no volume (substrato).
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