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Resumo

O objetivo deste trabalho € estudar o poco de potencial duplo através da
metodologia da funcédo de Green, a qual é obtida através da soma de caminhos que
uma particula pode realizar, para uma dada energia, de um ponto a outro dentro do
potencial. O poco de potencial duplo € um caso especial da classe de potenciais
constantes por partes e, apesar de ser semiclassico, a metodologia utilizado é exata
para potenciais constantes por partes. A partir da funcdo de Green, podemos obter
0s autovalores de energia e as funcbes de onda, que sdo pontos essenciais no
estudo da mecanica quantica. Ao final do trabalho, analisamos analiticamente um
caso limite do poc¢o duplo, que corresponde a um potencial delta de Dirac como
potencial central.

Introducéo

O poco de potencial duplo (PPD) é um dos sistemas de potenciais mais
estudados na mecénica quantica devido a suas inUmeras aplicacdes. Esse sistema
pode ser interpretado, por exemplo, como uma ligacdo covalente de moléculas de

Hy Nz.e €O onde cada poco representa um dos &tomos em que o elétron
compartilhado pode estar [1]. Neste trabalho, focamos no método de solucdo via
funcao de Green.

O procedimento utilizado para obter a funcdo de Green € no espirito da
abordagem de Feynman, ou seja, através de somas de caminhos. Assim, a funcéo
de Green é dada por [2]

Gy = — =% W, exp [%SEs[xf,xi; E.')], (1)

& iy

onde W,, é a amplitude semiclassica e 5., € a acdo classica. O indice es indica que
a soma é realizada sobre os caminhos de espalhamento. As W, estao relacionadas
aos efeitos quanticos locais por meio das amplitudes de reflexdes e transmissdes. O
ndmero de onda em cada regido diferente € k; = ,/2m(E —u;)/k, onde 0 termo u;

representa o potencial considerado.

Os autovalores de energia sdo obtidos atravées dos polos da fungédo de Green
e as funcdes de onda em cada um desse polos séo obtidas dos residuos da fungéo
de Green, o qual é dado por

lim (E — E,)G(xp,x: E) = b, (2 ) (). 2)
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Material e Métodos
O potencial assimétrico da Figura 1 é definido matematicamente como

4, X <l —a
T —b<=<x<c¢c
Vix)= Ug, x>a
0, —a<x<-—-bec<x<a

O método utilizado para somar todos os caminhos de espalhamento é através da
classificacdo de familias de caminhos. Assim, uma particula de massa m que se
encontra inicialmente em x; pode ir para a esquerda ou para a direita. Para o
primeiro caso, ao se descolar para a esquerda, a particula ganha uma contribuicao

et*e(a=x) o necessariamente reflete, ganhando uma amplitude de reflexao RI'::':';} no

potencial u; em x = —a e segue pela familia de caminhos P;. Para o segundo caso,
quando se desloca para a direita, ganha uma contribuicdo e*°*i"2) @ a0 atingir o
potencial em x=—b de intensidade u,, a particula pode (a) ser refletida com
amplitude R;‘:} e seguir pela familia P,; ou pode (b) ser transmitida com amplitude
T,:;:} e seguir pela familia P;. Assim, pela prescricdo acima, a funcdo de Green pode
ser escrita como

Ef_,z‘ — = ::1{ - I:eiknl:rz—x[}RI';:i}Pj- + eiknl:x[—b}RE::'FZ + eiknl:x[_b}T;uE:}Fﬂ] (3)
4 Hpkp

L8

onde k, = /2mE /h2.
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Figura 1: Representacéo das familias de caminhos

A familia P,, que segue para a direita, ganha uma contribuicdo e*c{e=%} e possui
duas contribuicGes ao atingir o potencial u;: (a) € refletida com amplitude Rf_,:’} e
segue pela familia P5; ou (b) € transmitida com amplitude T,';:} e segue pela familia
P,. Fazendo a mesma andlise para as familias F,, P; e P, representadas na Figura
1, encontramos o seguinte sistema de equacdes
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'Pj_ — efkn':ﬁ—b:' [REJ:'}PZ _|_ TyEl+}P3]
p, = e tkol-attlpi™) p
PE — eiknl__xf— :|_|_ e kg {a— E}R:Iiqu.
P4 — E—iknl::xf—ﬂj + E—ikn':c—ﬂ}[R .P + T _}Pn:l

Ao resolver esse sistema de equacdes e substituir na equacéo (3), obtemos que a
funcdo de Green para o poco duplo é

T TI+} . '3 } '3
G(xpx;:k) = ihZk, fm [Ezknl"xf_ ) + eole- G}RIIE} knl"ﬂ_xf:l] X
aw
[Eiknfu—x[}gé:i}eiknlirz—b} + eikn':x[_b}] (4)
onde
fuw = [1 = R R e¥ele® | [1 = RRE ikela=e) |
_T _}TI+}RI_i}R:I:;} ;Ekn'._ﬂ b}ezikn':ﬂ—c}. (5)

As amplitudes R'f—:’ e T'f—:’ devem ser determinados de acordo com a barreira

de potencial u,; ja as amplitudes R, i;, e R.Jm} devem ser determinadas pelos

potenciais u4 e ug,respectivamente. Um caso interessante para analise, que pode ser
visto com um caso limite de um PPD onde a largura da barreira u, tende para zero e
a altura tende para infinito mantendo a area embaixo do potencial finita, € utilizar

uma delta de Dirac para representar a barreira u,. Vamos considerar o potencial da
delta de Dirac da seguinte forma

V(x) = a d(x)
onde @ € um parametro que controla a opacidade da delta. Por exemplo, para & =0
(opacidade nula) ndo temos a delta e retornamos ao caso de um poco de potencial
guadrado simples e para & # 0 temos uma barreira, de modo que, teremos dois pocos

de potenciais separados. Para as amplitudes R;‘nﬂ e T?'f} na delta de Dirac, devemos
considerar como condi¢cdes de contorno que as fungcbes de onda sdo continuas e
suas derivadas descontinuas, de forma que encontramos

R = pO) = —% (6)
(7)

1
1+:,E‘

T'+:' — T _::'
onde 8 = ma/h’k,.

Resultados e Discusséo
Para a analise do poc¢o duplo com a delta de Dirac, devemos fazerb=c=0e

0 potencial u, tender para o infinito. Por simplificagdo, consideramos u, = uj, de

modo que
(4) _ (=) _ kg—ks
(+a) — R (—a) — ;I{Z+;l{‘_' (8)

R
Assim, substituindo as equacdes (6), (7) e (8) nas equacdes (4) e (5), temos que a
funcdo de Green com a delta de Dirac € dada por
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m 1 . . ky, —k e
G , -:I{ — . ( ) [ zknxf + zknﬁ( o 1) zknl__rz—xfj:I W
(%K) ih2kyfy, \1 + if/ 1° © ety C
Y kp—k. ; ; .
[etknj = (k2+k;]ezknﬂ t etknxl] 9)
onde os polos da funcao de Green sao dados por faw =0 ou seja
kp—k, Zikya 2 _ 1 . kg—ky 2 dikpe —
[1 + (1+:E)(kn+k._)e ’ ] (1+:‘,E) (kn+k._} e " 0. (10)

A partir da equacéo (10) € possivel analisar o fluxo de polos, ou seja, como que
ocorre a dindmica dos polos no plano complexo a medida que variamos algum
parametro do PPD. Podemos, também, extrair informacdes como as autoenergias
do sistema.
E possivel encontrar as funcées de onda a partir dos residuos da funcédo de
Green calculando o limite da equacéo (2), ou seja
(E-E,) K- (2-x2) &? K,

lim —2 = — lim - L= — & (11)

E=E; faw am g—k,  faw 2m f:l}f-'

onde £/ —(%) calculada em k =k, que representa um polo da funcdo de

Green. Usando esses valores para o polo, obtemos na equacdo (9) o seguinte
resultado:

wn{xf}[w?!(le]éc
.F].J-| 1 1 il i1 ku - Ii:j_ il |"' — :|:|
er[:.x;— ikcga LRpla xf
= 2ms lf;;fj(mﬁ){“’ e (ku+ kl)“’
e ko—ky\ . :
ihgla—x) [ 20 ™1 Y ikpa £k
<18 (ku + k4 )E e ]

Logo, a funcéo de onda é dada por
ik ikpa ((¥0=kL) Likp(a—x)
Pulx) = ﬂl—frﬁ 1+E)[€ el o= (k y )e v ] (12)

fﬂ.ﬁ. o

Concluséo

Para potenciais constantes por partes, caso em que o0 poco duplo se encaixa,
a funcdo de Green semiclassica € exata e possui uma abordagem matematica
bastante simples, uma vez que utilizamos o método de classificacdo de familias de
caminhos para obté-la. O poco de potencial duplo possui iniUmeras aplicacbes na
fisica quantica, por isso o interesse em se estudar esse tipo de sistema. Analisamos,
ainda, um caso limite do sistema colocando uma delta de Dirac no potencial central.
Assim, encontramos a funcdo de Green, os polos e a funcdo de onda para este
caso.
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